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Linedrni algebra. 7

Uvodni poznamky

Tento ucebni text je dalsi ze souboru ucebnich textd uréenych predevsim pro
posluchace kombinovaného a rozsitujiciho studia ucitelstvi matematiky pro 2.
stupent ZS. V prvni kapitole jsou shrnuty zakladni pojmy o mnozinach, dalsi
t1i kapitoly jsou pak jiz vénovany zakladnim pojmiim a poznatklim, které se
tykaji matic, operaci s maticemi a determinantu matice. V paté kapitole se
v kratké pasazi zabyvame aritmetickymi vektorovymi prostory. Dalsi kapitoly

jsou pak vénovany soustavam linearnich rovnic a jejich feseni.

Vybér ucebni latky a zptisob jejtho zpracovani bylo nutno prizpiisobit ome-
zené casové dotaci pro predmét Linearni algebra v uc¢ebnim planu zminénych
studii a také distan¢ni formé tohoto studia. Proto jsme se rozhodli pro volné
fazeni jednotlivych témat a protoze podrobné provedeni vsech diikazti by ne-
umérné zvétsilo rozsah tohoto textu, byly vynechany. Predpokladame pritom,
7e nékteré z nich budou provedeny vyucujicim v ramci konzultaci, zbytek vsak
budou muset posluchaci zvladnout samostatné s vyuzitim dalsi literatury. Pro
usnadnéni studia byly do ivodu kazdého odstavce zafazeny ptehledy klicovych
slov, v zavéru odstavce pak ¢tenafr nalezne soubor kontrolnich otazek, na nichz
si mize ovérit, do jaké miry dané téma pochopil a zvladl. Do kazdého odstavce
byly zarazeny demonstracni priklady a fesené tlohy, v zavéru odstavce jsou

k dispozici také priklady k samostatnému feseni s vysledky.

Pripominame jesté, Ze tento text podobné jako vSechny ostatni ucebni texty
kombinovaného a rozsitujiciho studia bude k dispozici na prislusnych webovych

strankach Pedagogické fakulty Ostravské univerzity.

Ostrava, 2007 Radek Krpec
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1 Ciselné mnoziny a jejich oznadeni.

Cilem této kapitoly je zopakovat zédkladni pojmy z oblasti teorie mnozin po-
tfebné pro dalsi vyklad linearni algebry. Po prostudovani této kapitoly si stu-
dent zopakuje pojmy mnozina, byti prvkem mnoziny, bude znat oznaceni za-

kladnich ¢iselnych mnozin.

1.1 Kli¢ova slova.

mnozina, prvek mnoziny, mnozina prirozenych, celych racionalnich, realnych a

komplexnich ¢isel.

Pti studiu linearni algebry s pouzitim tohoto uc¢ebniho textu se predpoklada,
Ze ¢tendl uz néco vi o mnozindch a zpisobu jejich urceni, o mnozinové in-
kluzi, o operacich s mnozZinami, a také o bindrnich relacich a zobrazenich.
Ptipomenme si pouze, ze mnoziny budeme v textu vétsinou oznacovat vel-
kymi pismeny A, B,C, ..., jejich prvky malymi pismeny a,b,c,..., pricemz
bude-li to zapottfebi, budeme pii oznacovani mnozin a jejich prvkia uzivat také
indexy. Tvrzeni ,a je prvkem mnoziny A“ budeme symbolicky zapisovat ve

tvaru a € A, jeho negaci pak ve tvaru a ¢ A.

V mnoha tvahach v matematice je uzitecné predpokladat, Zze mnoziny, o nichz
je te¢, byly vytvoreny z prvki néjaké predem zvolené mnoziny U, ktera se pak
nazyva univerzalni nebo také zdkladni. Uzitecnost tohoto predpokladu spociva

v tom, Ze univerzalni mnozinou je vzdy a priori urcen ramec prislusné uvahy.

V roli zékladnich mnozin velmi ¢asto figuruji zndmé ciselné mnoZiny, pro néz

si v tomto textu zavedeme nasledujici standardni oznaceni:

N ... mnozina vsech prirozenych ¢isel bez nuly,
Np ... mnozina vSech pfirozenych ¢isel s nulou,
Ny ... mnozina {1,...,k} prvnich k pfirozenych ¢isel pro libovolné k € N,

tJ. Nk = {1,...,]{5},
7. ... mnozina vSech celych cisel,
Q ... mnozina vsech racionalnich cisel,

R ... mnozina vSech redlnych cisel,
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C ... mnozina vSech komplexnich ¢isel.

Na zavér tohoto odstavce jesté poznamenejme, ze symbolem T budeme dale
oznacovat bud mnozinu vSech redlnych ¢isel R, anebo mnozinu vSech kom-
plexnich ¢isel C. Jinymi slovy feceno, pokud nebude vyslovné uvedeno jinak,
mohou byt prvky mnoziny T jak ¢isla realnd, tak i ¢isla komplexni.

1.2 Kontrolni otazky.

Co je to mnozina?

Jaké znate operace s mnozinami?

Co je to binarni relace?

Co je to zobrazeni?

Jak znacime zakladni ¢iselné mnoziny?
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2 Matice.

Cilem v této casti je seznamit se s pojmem matice. Student bude umét po

prostudovani rozeznavat a pojmenovavat rtizné typy matic.

2.1 Klidova slova.

matice, fadek a sloupec matice, fadkova a sloupcova matice, nulova matice,
¢tvercova matice, diagonalni matice, jednotkova matice, horni a dolni trojtuhel-
nikova matice, symetricka a antisymetrickd matice, hlavni a vedlejsi diagonala

matice.

2.2 Definice. Matice typu (m,n).

Necht m,n € N jsou pfirozend ¢isla. Pak kazdou uspofadanou dvojici (7, 7) €
N,, x N,, nazveme mistem, ¢islo ¢ nazveme jeho radkovym indexem a cislo j
pak jeho sloupcovgm indexem. Matici typu (m,n) nad T nazveme pak libo-
volné zobrazeni mnoziny N,, x N,, do mnoziny T pfitazujici kazdému mistu
(i,7) € Ny, x N,, jisty prvek z T, ktery symbolicky oznac¢ime a;; a budeme jej
nazyvat prukem dané matice. Mnozinu vSech matic typu (m,n) nad T budeme

oznacovat symbolem T, ,,.

Jednotlivé matice budeme dale oznacovat velkymi pismeny A, B,C,... a bu-

deme je zapisovat explicitnim tabulkovym zdpisem tvaru

(255 A1m
asy ... agm,

)
am1 - - - Amn

anebo strucnéji v nekterém z téchto tvari:

(aij)m,na
resp.
(aij) typu <m7n)7

anebo také

(aij),i S Nm,j S Nn

&

&




N

AR
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2.3 Priklad.

Explicitnim tabulkovym zépisem vyjadiete matici A typu (3,5), kde

S 1 proi=y,
Y1 0 proi # g
Resent:
Je ziejmé, Ze prvky matice A vypadaji takto:

(111:1 &21:2 a31:2
a12:2 CL22:1 CL32:2
CL13:2 CL23:2 CL33:1
CL14:2 CL24:2 a34:2
CL15:2 (1,25:2 CL35:2

Umistime-li nyni prvky matice A na jednotliva mista zptsobem, ktery je po-

psan definici 2.2, dostaneme explicitni tabulkovy zapis této matice ve tvaru

N

I
O I R
O ORI CRS
O CIE O

2.4 Definice. i-ty radek a j-ty sloupec matice.

Necht A je libovolnd matice typu (m,n) nat T' majici explicitni tabulkovy

zapis tvaru

a;y ... A1m
A= asy ... A9m
ami1 - -- Amn

Jsou-li nyni i € N,,, a 5 € N,, libovolné zvolena prirozena ¢isla, pak o prvcich
i1y - - Qin

fekneme, ze tvofi i-ty rddek matice A, a podobné o prvcich
alj, ey CLmj

budeme tikat, ze tvoii j-ty sloupec matice A.

2.5 Definice. Radkova a sloupcova matice.

Matici typu (1,n) budeme nazyvat fddkovou matici nebo také radkem, a po-
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dobné matici typu (m, 1) budeme nazyvat sloupcovou matici nebo také jen
sloupcem.

2.6 Priklad.

Radkové matice:

A=(3 -1 5 4).

Sloupcova matice:

2.7 Definice. Nulova matice.

Matici (a;;) typu (m,n) budeme nazyvat nulovou matici, jestlize pro kazdé
misto (7,7) € N,, x N,, plati a;; = 0. Nulovou matici typu (m,n) budeme
znacit symbolem 0,, ,,, pfipadné také jen 0, bude-li jeji typ dostatecné ziejmy

z kontextu. Matice, ktera neni nulova, se nazyva nenulovd.

2.8 Priklad.

Nulovéa matice stupné (4, 3):

o O OO
o O OO
o O OO

2.9 Definice. Ctvercova matice.

Matici typu (m,m) budeme nazyvat ctvercovou matici fddu m resp. m-tého
rddu, a budeme-li dale hovotit o matici rddu m, budeme tim vzdy rozumét

¢tvercovou matici typu (m,m).

2.10 Priklad.

Ctvercové matice fadu 4:

4 -5 1 0
1 -2 0 -1
A 4 3 4 —6
-1 1 5 7

AR

0%
AR

ZLN




N

ZALN

N

ZALN
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2.11 Definice. Diagonalni matice.

Matice (a;;) Tadu m se nazyvéa diagondlni, jestlize pro kazdé (i, j) € N, x Ny,

kde @ # 7, plati a;; = 0.

2.12 Priklad.

Diagonalni matice fadu 3:

3 0 0
A= 0 -6 0
0 0 1

2.13 Definice. Jednotkova matice.

Matice (a;;) fadu m se nazyva jednotkovd, jestlize pro kazdé misto (i,7) €

N,, x N,, plati

0 — 1 proi = j,
Y1 0 proi#j.

Jednotkovou matici radu m budeme znacit symbolem FE,,, ptipadné také pouze

E, bude-li jeji fad dostatecné ziejmy z kontextu.

2.14 Priklad.

Jednotkova matice radu 5:

1 0000
01000
A=1 001 0 0
000T1OQO0
0 00O0T1

2.15 Definice. Horni a dolni trojuhelnikova matice.

Matice (a;;) fadu m se nazyva horni trojuhelnikovd, resp. dolni trojuhelnikovd,

jestlize pro kazdé misto (i, j) € N, x N,, plati

a;; =0 prot > j,

resp.

a;; =0 pro i < j.
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2.16 Priklad.

Horni trojihelnikova matice fadu 4:

30 6 3
00 =5 8
A= 00 1 0
00 0 1
Dolni trojuhelnikova matice radu 3:
-5 0 0
A= -2 1 0
2 0 4

2.17 Definice. Symetricka matice.

Matice (a;;) fadu m se nazyva symetrickd, jestlize pro kazdé misto (i,7) €

Nm X Nm plati A5 = Q-

2.18 Priklad.

Symetricka matice fadu 4:

31 4 3
1 0 -5 8
A= 4 =5 1 O
3 8 0 1

2.19 Definice. Antisymetricka matice.
Matice (a;;) fadu m se nazyva antisymetrickd, jestlize pro kazdé misto (i, j) €

N,, x N,, plati a;; = —aj;.

2.20 Priklad.

Antisymetrickd matice fadu 4:

-2 0 =5 4
A= 0O 5 0 O
3 -4 0 O

Ponékud nézornéjsi predstavu o jednotlivych typech ¢tvercovych matic lze zis-
kat pomoci pojmu hlavni diagondla ctvercové matice, ktery zavedeme nasledu-

jici definici.

ZALN

AR

AR




%
ZALN
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2.21 Definice. Hlavni a vedlejsi diagonala matice.
Je-1i a;; matice fadu m, pak o prvcich
11,422, « -« 5 G,
fekneme, ze tvoti jeji hlavni diagondlu, a podobné o prvcich
Q1my A2m—15 - - - 5 A1

budeme tikat, ze tvori vedlejsi diagondlu této matice.
S vyuzitim pojmu hlavni diagonaly lze nyni charakterizovat jednotlivé vyse
uvedené typy ¢tvercovych matic takto:
2.22 Véta.
Necht A = (a;;) je libovolnd matice fadu m. Pak plati:

(i) Matice A je diagonalni, pravé kdyz vSechny jeji prvky mimo hlavni dia-

gonalu jsou rovny 0.

(ii) Matice A je jednotkova, pravé kdyz vSechny jeji prvky na hlavni diago-
nale jsou rovny 1 a vSechny ostatni jsou rovny 0.

(iii) Matice A je horni trojuhelnikova, pravé kdyz vSechny jeji prvky pod
hlavni diagonalou jsou rovny O.

(iv) Matice A je dolni trojuhelnikové, pravé kdyz vSechny jeji prvky nad
hlavni diagonalou jsou rovny O.

(v) Matice A je symetrickd, pravé kdyz vSechny dvojice jejich prvki, které
jsou umistény soumérné podle hlavni diagondly, se rovnaji.

(vi) Matice A je antisymetrickd, pravé kdyz vSechny dvojice jejich prvki,
které jsou umistény soumérné podle hlavni diagonaly, jsou ¢isla opac¢na,

pricemz vSechny prvky hlavni diagonaly jsou rovny 0.

2.23 Priklad.

Dopliite chybéjici prvky tak, aby matice A byla symetricka, B antisymetricka.

Rozhodnéte, kdy je feseni jednoznacné.

A=171 53 B=1 4 g .
4 8 0 6 2 1



Linedrni algebra. 17

Reseni:
Aby byla matice A symetricka, dvojice prvki soumérné podle hlavni diagonaly

se musi rovnat. Na hlavni diagonale mohou byt jakékoliv prvky, tedy feSeni

neni jednoznacéné. Jedno z moznych reseni je tedy

4 2 1 4
2 3 -3 8
A= 1 -3 1 0
4 8 0 0

Aby byla matice B antisymetricka, dvojice prvki soumérné podle hlavni dia-
gonaly musi byt opacné. Na hlavni diagonéle musi byt samé nuly, tedy feseni

je jednoznacné a je rovno

0 3 —4 —6
3 0 -8 -2
B=1 4 8 o -1
6 2 1 0

2.24 Pojmy k zapamatovani.
Matice,

-ty tadek a j-ty sloupec matice,
¢tvercova matice,

nulova a jednotkova matice,
diagonalni matice,
trojihelnikové matice,

symetricka a antisymetrickd matice.

2.25 Kontrolni otazky.

Jak je definovana matice typu (m,n)?

Kolik sloupcii méa sloupcova matice?

Jaké prvky méa na hlavni diagonale jednotkova matice?

Jaké prvky ma mimo hlavni diagonalu diagonalni matice?

Jaky je vztah mezi prvky ass a ay3 symetrické a antisymetrické matice fadu 47

Kdyz mluvime o fadu matice a vime, ze tato matice ma 5 radkt, kolik bude

mit sloupcu?
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2.26 Neresené ulohy.

1. Provedte explicitni tabulkovy zapis matice

o )2 proi=j
(a) A= (a;;) typu (3,5), kde a;; —{ 9 proitj’
N w4 _J 1 proe<y
(b) B = (b;;) fadu 4, kde b;; —{ 2 proisj

(c) C = (cij) typu (5,3), kde ¢;; = (—1)".

2. Dopliite chybéjici prvky tak, aby matice byla (a) symetricka, (b) antisy-

metrickd, (c) trojiuhelnikova.

' 213
6 . 0 4
A=| -1 2 . B= -
3 -2 -4
1 1 1 -1
2.27 Vysledky nefesenych uloh.
1. (a)
2 -2 -2 -2 -2
A= -2 2 -2 -2 =2
-2 -2 2 =2 =2
(b)
1 111
21 11
B=12211
2 2 21
(c)
-1 1 -1
1 1 1
c=1]1 -11 -1
1 1 1
-1 1 -1
2. (a)
6 -1 3 1 91 3
6 2 -2 1 o 0
A=| -1 2 4 1 |, B= ;
3 -2 -4 -1 1 0 g
3 4 5

Na diagonale mohou byt jakékoliv prvky.
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0 -6 1 -3 —1
6 0 -2 2 -1

A= -1 2 0 4 -1|, B=
3 -2 4 0 1
1 1 1 -1 0

0 0 0 0
6 0 0 0

A= -1 2 . 0 0], B=
3 -2 —4 0

1 1 1 -1

Na diagonale mohou byt jakékoliv prvky.

O O W

19
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3 Rovnost matic, operace s maticemi.

Cilem v této kapitole je seznamit se s nékterymi vztahy matic a operacemi
s maticemi. Po prostudovani bude umeét student rozpoznat, kdy jsou dvé matice
sobé rovné, kdy jsou opacné. Mél by umét provést soucet a rozdil dvou matic

téhoz typu, skalarni nasobek matice, souc¢in dvou matic a mocninu matice.

3.1 Klicova slova.

Rovnost matic, opacné matice, soucet a rozdil matic, souc¢in matic, zdménné
matice, mocnina matice, transponovana matice.

3.2 Definice. Rovnost matic.

Dvé matice A = (a;;) typu (m,n) a B = (b;;) typu (p, q¢) pokladame za sobé
rovné, jsou-li tehoZ typu, tj. je-li m = p a n = ¢, a plati-li pro kazdé misto
(i,7) € N, x N, rovnost a;; = b;;. V takovém piipadé piSeme A = B. V opac-

ném pripadé hovofime pak o riznych maticich a piSeme A # B.

Poznamka.

Na zakladé uvedené definice neni obtizné nahlédnout, Ze dvé matice se rovnaji,
pravé kdyz jsou téhoz typu a rovnaji-li se dvojice jejich stejnolehlyjch proki, tj.
prvki, které odpovidaji témuz mistu v obou maticich.

3.3 Definice. Soucdet matic.

Pro kazdé dvé matice A = (a;;) a B = (b;;) téhoz typu (m, n) definujeme jejich
soucet A+ B jako matici C' = (¢;;) typu (m,n) takovou, Ze pro kazdé misto
(4,7) € N,u x N, plati

Cij = Q45 + b”

Poznamka.

Z praveé uvedené definice je zfejmé, ze dvé matice téhoz typu secteme tak, ze

seCteme stejnolehlé prvky obou matic.

3.4 Priklad.

Urcete soucet matic A a B, jestlize

1 12 -1 3 2
A:(—210)’ BZ(O 1—1)‘

N

ZALN
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Reseni:

Podle definice 3.3 s vyuzitim vyse uvedené poznamky snadno dojdeme k vy-

sledku
112 13 2 0 4 4
A*B::< —2 1 0:>*< 0 1 —4_)::<-—2 2 —1)

Vlastnosti operace s¢itani matic souhrnné popisuje nasledujici tvrzeni.
3.5 Véta.
S¢itani matic se ¥idi nasledujicimi pravidly:

(i) Jsou-li A, B € T, ,, libovolné matice, pak

A+ B =B+ A.

(ii) Jsou-li A, B,C € T,,,, libovolné matice, pak

(A+B)+C=A+(B+C).

(iii) Je-li A € T, ,, libovolnd matice a 0 € T, ,, matice nulova, pak

A+0=0+A=A

(iv) Je-li A € T, ,, libovolnd matice a D = d,; € T, ,, takova, ze pro kazdé
misto (4, j) € N, x N,, plati d;; = —a;;, pak plati

A+D=D+A=0

Poznamka.

Jednotlivé vlastnosti operace s¢itani matic jsou zfejmé bezprostiednim disled-
kem znamych vlastnosti operace s¢itani redlnych resp. komplexnich c¢isel, které
se obvykle uvadéji pod nazvem ,zakony“. Tento nazev se pak prenasii na ope-
raci s¢itani matic, takze tvrzeni (i) nazyvame obvykle komutativnim zdkonem
a podobné tvrzeni (ii) pak asociativnim zakonem pro tuto operaci. Tvrzeni (iii)
ziejmé vyjadiuje okolnost, ze nulova matice 0 neovliviiuje soucet s libovolnou
dalsi matici, tj. chova se pii s¢itani ,neutralné“, a to je také divod, proc¢ se

toto tvrzeni nazyva podminkou neutrdlniho prvku, kterym je nulova matice
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0. Abychom mohli pojmenovat i posledni z vySe uvedenych tvrzeni, musime

nejprve zavést jeden novy pojem.

3.6 Definice. Opac¢na matice.

Je-li A= (ay;) € Ty a D = (dij) € Ty takova, Ze pro kazdé misto (i, j) €
N,, x N,, plati d;; = —a;;, pak matici D budeme nazyvat opacnou matici

k matici A a budeme ji oznacovat symbolem —A.

Poznamka.

Vyse uvedenou vlastnost (iv) z tvrzeni 3.5 lze nyni vyjadrit piehlednéji zapisem
A4+ (-A)=(-A)+A=0

a nazyva se obvykle podminkou existence opacného prvku, kterym je v tomto
pripadé opa¢na matice —A. Poznamenejme jesté, Zze platnost této podminky
umoznuje kromé jiného zavést také operaci odcitdni matic zcela analogicky,

jako se zavadi operace od¢itani cisel.

3.7 Definice. Rozdil matic.

Pro kazdé dvé matice A, B € T, ,, definujme rozdil A — B jako matici defino-

vanou vztahem

A—B=A+(-B).

3.8 Priklad.

Provedte rozdil matic A — B, kde

1 3 2 8§ =31
A_(4—3 —1>’ B_(—E) 4 2)'

Reseni:

Rozdil provedeme dle vyse uvedené definice:
1 3 2 8 -3 1
A_B:<4—3 —1)‘(—5 4 2)
(1 3 2 n -8 3 -1\ (-7 6 1
-\ 4 -3 -1 5 —4 -2 ) 9 -7 -3/
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3.9 Definice. Skalarni nasobek matice.
Pro kazdou matici A = (a;;) typu (m,n) nad T a pro kazdy prvek a € T
definujme skaldrni ndsobek resp. a-ndsobek o - A jako matici B = (b;;) typu
(m, n) takovou, Ze pro kazdé misto (7, 5) € N,, x N,, plati

bij = - CLij.

Tam, kde nemtze dojit k nedorozuméni misto « - A pisSeme obvykle jen aA.

Poznamka.

Operace ndsobeni matice skalarem ma ponékud jiny charakter, nez obé vyse
zminéné operace sc¢itani a odcéitani matic, které jsou charakteristické tim, ze
oba operandy A, B vzdy nalezi do téze mnoziny T, , a také vysledek A + B
resp. A — B je opét matice z mnoziny T, ,. V pfipadé nasobeni skaldrem je
levy operand « ¢islo z T', pravy operand A jakoz i vysledek a - A jsou uz opét
matice z T, ,,. Takovéto operaci se zpravidla fika vnéjsi operace a tento nazev

charakterizuje pravé tu okolnost, ze operandy nejsou prvky téze mnoziny.

Vlastnosti operace nasobeni matice skalarem shrnuje néasledujici tvrzeni.

3.10 Véta.

Pro libovolné matice A, B € T',,,, a libovolné prvky «, 3 € T plati:
(i) a(84) = (af)A,

(i) (a+ B)A =aA+ (A,

(i) a(A+ B) = aA+ aB,

(iv) 1- A= A.
Dalsi dilezitou maticovou operaci je ndsobeni matic, kterou popisuje nasledu-
jici definice.
3.11 Definice. Soucin matic.

Pro dané matice A = (a;;) typu (m,p) a B = (bjr) typu (p,n) nazveme
souc¢inem A - B matici C' = (¢i) typu (m,n) takovou, Ze pro kazdé misto

(1,k) € N, x N, plati

p
Cik = Qi1 * b1 + Qg - Do + -+ -+ ajp - bpr, = E aj - bj.
j=1
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Souc¢in matic A - B budeme psat i bez nasobici tecky ve tvaru AB.

Poznamky.

1. Pfedevsim je nezbytné uvazit, ze souc¢in dvou matic A - B je definovan
pouze tehdy, mé-li levy operand A tolik sloupcti, kolik mé pravy operand
B radki. Odtud pak vyplyva, ze zvolime-li libovolné dvé matice A, B,
pak nemusi existovat zadny ze soucini, tj. ani A-B ani B- A v piipadé, ze
jejich typy nejsou takové, jaké pozaduje definice 6.8. Mtize se samoziejmé
také stat, ze existuje pouze jeden z obou uvedenych soucinil, druhy ni-
koliv. Tato okolnost se nékdy vyjadiuje tim, ze operaci nasobeni matic
nazyvame parcidlni operact, ¢imz mame na mysli praveé to, ze vysledek

neni definovan pro kazdou dvojici operandd.

2. Formuli, ktera popisuje prvky na jednotlivych mistech matice A - B je
mozno ponékud volnéji interpretovat takto: prvek matice A - B na misté
(i, k) € N,,, x N,, ur¢ime tak, ze jednotlivé prvky i-tého fadku matice A
budeme nasobit po fadé prvky k-tého sloupce matice B a vSechny tyto

souciny secteme.

3.12 Priklad.

Urcete souciny A- B a B - A, jestlize

1 -1
A= 2 5| B <_72g>
13

Reseni:

Matice A je typu (3, 2), matice B typu (2, 2), takze je ihned zfejmé, Ze definovan
je pouze soucin A - B, zatimco soucin B - A nikoliv. Matice A- B je typu (3,2),
pouzitim formule pro prvky této matice pak dostaneme

1 -1
A-B = 2 5 (‘72g>
-1 3

1-(=2)+(=1)-7 1-5+(-1)-0
= 2:(-2)+5-7  2:5+5-0
(=1) - (=2)+3-7 (=1)-5+3-0
9 5
= 31 10
23 —5

%
AR
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Vlastnosti operace nasobeni matic jsou shrnuty do nasledujiciho tvrzeni.

3.13 Véta.

Necht T, Thp a Ty, jsou mnoziny vSech matic typa (m,n), (n,p) resp.

(p,r) s prvky z mnoziny T'. Pak plati:
i) Pro kazdé tfi matice A T,,,,Be€T,,aC cT,, plati
b 7p p7

(AB)C = A(BC).

(ii) Pro kazdé tii matice A, B € T, ,, a C € T, , plati

(A+ B)C = (AB) + (AC).

(iii) Pro kazdé tfi matice A € T, ,, a B,C € T, plati

A(B + C) = (AB) + (AC).

(iv) Pro kazdé o € T' a kazdé dvé matice A € T',,, a B € T',,, plati

a(AB) = (aA)B.

(v) Pro kazdou matici A € T, ,, a jednotkové matice E,, a E, plati

Poznamka.

Také v tomto piipadé pfipominaji pfinejmensim prvni tii vlastnosti (i)—(iii)
znamé ,zakony“ pro operace s Cisly a tato podobnost pak vedla k tomu, ze
dostaly i analogickd pojmenovani. Tvrzeni (i) se obvykle nazyva asociativni
zdkon pro nasobeni matic, tvrzeni (ii) resp. (iil) se nazyva pravy distributioni
zakon resp. levy distributivni zdkon. V prehledu vlastnosti operace nasobeni
matic zdanlivé chybi obdoba komutativniho zakona pro nasobeni, ale ten tam
skutecné byt nemtze, nebot nasobeni matic na rozdil od nasobeni ¢isel neni

komutativni! Nazorné to dokumentuje nasledujici tloha.
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3.14 Priklad.

Urcete souciny AB a BA, jestlize
1 2 4 0
A= ( 0 3 ) ’ B = ( 5 6 ) ’

Obé matice A a B jsou Ctvercové fadu 2, takze v tomto pripadé jsou definovany

Reseni:

oba souciny AB i BA a plati:

A.B— 1-4+2-5 1-0+2-6\ (14 12
-\ 04435 0-0+3-6 ) \ 15 18 )’

B.A— 4-140-0 4-240-3\ (4 8
~\ 51460 5-2+6-3 ) \ 5 28 )°
Odtud tedy plyne AB # BA.

Poznamka.

Z uvedené tlohy je také ziejmé, Ze soucin matic neni sice definovan pro kazdé
dvé matice, je vSak definovan pro kazdé dvé ctvercové matice téhoz radu.
Omezime-li se tedy jen na matice z T, ,,, pak operace nasobeni jiz prestava byt
parcialni! A navic, i kdyz i v tomto pfipadé nasobeni matic neni komutativni,
daji se najit matice A, B € T, ,, takové, ze AB = BA. A pravé této situace se
tyka nasledujici definice.

3.15 Definice. Zaménné matice.

O maticich A, B € T, ,, fikdme, zZe jsou zaménné, jestlize plati AB = BA.

3.16 Priklad.

Urcete alespon jednu matici B, ktera je zaménna s matici A.
1 00
A=1 010
31 2
Reseni:
Matice B musi byt také fadu 3, tedy bude mit tvar

B:

Q@ Q
> o
SO

ZALN

AR
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Déle musi platit AB = BA, ur¢ime tedy nejdfive souc¢iny AB a BA.
a b c
AB = d e f ,
3a+d+2g9 3b+e+2h 3c+ f+2i
a+3c b+c 2c
BA= | d+3f e+ f 2f
g+3i h+i 2i

Pokud mé tedy platit AB = BA, pak musi platit nasledujici rovnosti:

a=a+ 3c
b=b+c
c=2c
d=d+3f
e=e+f
f=2f

3a+d+29g =9+ 3%
3b+e+2h=h+1
3c4 f+2i=2i
Z prvni rovnosti je ihned zfejmé, ze ¢ = 0. Ze ¢tvrté rovnosti plyne f = 0. Po

dosazeni do ostatnich rovnosti nam zbyvaji pouze dvé rovnosti a to sedma a

osma v nasledujicim tvaru
3a+d+g—3i=0

3b+e+2h—i=0

Mame tedy dvé rovnice o sedmi neznamych. Je ziejmé, Ze feSeni je nekonecné
mnoho. Nékteré z feseni dostaneme tak, ze za pét volnych neznamych dosadime

a zbyvajici dvé dopocteme. Zvolme tedy

Po dosazeni dostaneme

a=0, b=1.

Jednim z TeSeni je tedy matice

0 1
B=1|2 0
1 -1

o O
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3.17 Definice. Mocnina matice.

Je-li A €T, libovolna matice fadu n, pak definujeme

A’ =E,
AF = A*1. A pro libovolné k € N.

Takto definovanou matici A* pro libovolné piirozené é&islo k& € N nazyvame

k-tou mocninou matice A.

Poznamka.

Pravé vyslovena definice pfirozené mocniny matice je zajimava svou struktu-
rou, ktera se opira o znamy princip uplné matematické indukce. Prvni z uve-
denych rovnosti definuje nultou mocninu matice A, poté se predpoklada, ze
mocniny matice A jsou jiz definovany pro vsechny exponenty mensi nez k a na
zékladé tohoto predpokladu je pak definovana k-t4 mocnina matice A pomoci
druhé z téchto rovnosti. Definice tohoto typu se nazyvaji induktivni.

3.18 Priklad.

Vypodctéte A3, jestlize

Reseni:

Podle definice prirozené mocniny matice plati

e (1) (1)
()00 )

Posledni maticovou operaci, o niz se zminime v zavéru tohoto odstavce, je tzv.

transponovdni matic.

3.19 Definice. Matice transponovana.
Je-li A = (a;;) matice typu (m,n), pak matice A" = (a;;) typu (n,m) takova,

ze pro kazdé misto (i,7) € N, x N,,, plati

/ f— ..
a/,Lj h— a]/L7

PN




N
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se nazyva matice transponovand k matici A.
Poznamky.

(1) Je-li A libovolna matice typu (m,n), pak matici A’ k ni transponova-
nou lze vytvorit tak, ze vezmeme po fadé jednotlivé fadky matice A a

vytvofime z nich sloupce matice A’.

(2) Je-li matice A ¢tvercova, pak matici A’ k ni transponovanou lze vytvorit

i tak, Zze matici A ,preklopime” podle hlavni diagonély.

(3) Navic je zfejmé, ze matice A je symetricka, pravé kdyz A = A’ a je

antisymetrickd, praveé kdyz A = —A’.

3.20 Piiklad.

K dané matici A urcete matici transponovanou.

-1 3
-2

1
A= 2 1
5o 4 1

Reseni:
Matici transponovanou A’ k matici A dostaneme dle vyse uvedeného navodu

v poznamkach tak, ze matici ,,pfeklopime® podle hlavni diagonaly, tedy
1 2
A= -1 1
Zakladni vlastnosti transponovani matic shrnuje nasledujici tvrzeni.
3.21 Véta.
(i) Pro kazdou matici A € T, plati (A") = A.
(ii) Pro kazdé dvé matice téhoz typu A, B € T, ,, plati (A+ B)' = A"+ B'.
(iii) Pro kazdé a € T' a kazdou matici A € T, ,, plati (aA) = aA'.

(iv) Pro kazdé dvé matice A € T',,, a Be€ T, , plati (A- B)' =B’ - A
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3.22 Pojmy k zapamatovani.

Rovnost matic,

soucet matic,

opacna matice,

rozdil matic,

soucin matic,
transponovanda matice,
zaménné matice,

mocnina matice.

3.23 Kontrolni otazky.

Kdy jsou si dvé matice rovny?

31

Jakého typu musi byt dvé matice, abychom mohli provést jejich soucet?

Jaky je vztah mezi matici a matici k ni opa¢nou?

Co se stane s prvky matice A, vynasobime-li ji skalarné prvkem «a?

Co musi platit pro typy matic, abychom mohli provést jejich soucin?

Co se stane s matici vynasobime-li ji zleva ¢i zprava jednotkovou matici?

Plati pro soucet a sou¢in matic komutativni zakon?

Plati pro soucet a soucin matic asociativni zakon?

Jaky je vztah mezi matici A a matici k ni transponovanou A’, jestliZe matice

A je symetricka resp. antisymetricka?

3.24 Neresené tulohy.

1. Vypoctéte A+ B, A+ 3B, A — B,3A — 2B, jestlize

0 -1 3 4 -1 0
A_<5 3 2>’ B_(Q 0 1)'

2. Najdéete X, Y, které pro matice

2
- (]

vyhovuji vztahtim

(a) X+ A=B,
(b) 34 +2Y = —B.

5) (3
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3. Necht A je matice typu (4,6). Uréete typ matice tak, aby oba souciny
AB i BA mély smysl.

4. Jsou dany matice
12 3
1 —4 3 20 3
A= ( ) | B( ) o= 3 s
1 6 5 0 3 5 1 4
Urcete, které z nasledujicich soucinti jsou proveditelné a spocitejte je:

AB,BA,CA, BC,AA',CA', B'C,CC".

5. Vypoctéte AB a BA, jestlize

1 4 3

2 =2 1 3 2 2 1 2

A=| -1 0 -2 -1 1], B=| -1 0 -2
1 -2 -1 2 3 -3 4 5

2 =3 0

6. Vypoctéte nasledujici mocniny
3
1 -2
@ (3 3)
5
4 -1
o ()

7. Urcete alespon jednu matici B, ktera je zaménna s matici A, jestlize

wa-(4 %)

3.25 Vysledky neresenych uloh.

1. Reseni:
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2. ReSeni:

_r _1u
2 2
wr-( )
2 2
3. Matice B musi byt typu (6,4).

4. Neexistuji souc¢iny AB, BA,CA’, B'C. Ostatni souCiny existuji a jejich

feseni je nasledujici:

15 —30 51
ca=| 8 18 34| BC’:(241 ;?)
3 98 17
153 51 0
AA’:<286 682>, cc’' = | 51 34 17
0 17 17
5. Reseni:
1 -8 —10 5 15
8 12 15 5 -8 -2 9 11
AB=| 6 —11 -4 |, BA=| -4 6 1 -7 -8
2 1 11 5 -4 —16 -3 —13
5 4 8 9 1
6. Reseni:

@ (1 2 13 —14
Y\3g —a) " \21 —22)
m (4] ° (304 —61
5 —2 -\ 306 —62 )¢
7. Reseni je nekoneéné mnoho, kazdé feseni snadno ovéfite dosazenim do

rovnosti AB = BA.
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4 Determinant matice.

V tomto odstavci budeme uvazovat pouze ctvercové matice s prvky z T a
budeme zkoumat vlastnosti jistého specidlniho zobrazeni, které kazdé takové
matici ptriradi jisty prvek z T — tzv. determinant této matice. Po prostudovani
budete umét spocist nejdrive determinanty matic druhého tadu, pak deter-
minanty matic tfetiho fadu Sarrusovym pravidlem. V dalsi ¢asti se naucite

pocitat determinanty matic radt vyssich nez tii.

4.1 Kliéova slova.

determinant matice, Sarrusovo pravidlo, rozvoj determinantu, Laplaceova véta

o rozvoji determinantu podle prvki jedné fady, minor, algebraicky doplnék.

4.2 Definice. Determinant matice.

Necht A € T',,,,, je libovolnd matice fadu n. Pak jejim determinantem budeme
nazyvat prvek z T, ktery ozna¢ime symbolem |A|, v nékterych pfipadech také

det A, a definujeme jej takto:

(i) Je-lin=1a A= (a11), pak polozime |A| = ay;.

(ii) Predpokladejme, ze determinant |A| je jiz definovan pro vSechny matice
A nad T fadu < n anecht A € T',,,, je libovolnd matice majici explicitni

tabulkovy tvar

ay;y a1 ... Q1n

a21 Q29 ... Qon
A=

ap1 Ap2 ... (077

Pak polozme

n

Al = an - |An| = azp- [Asa|+- -+ (= 1) i A = D (—=1)"-ay;-| Ay,

j=1

kde |Ay;| pro j =1,...,n jsou determinanty matic A;; fadu n — 1, které

vzniknou z matice A vypusténim prvniho fadku a j-tého sloupce.
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Poznamka.

I v tomto pfipadé, podobné jako v pripadé definice 3.13, jde zfejmé o induktioni
definici. V ¢asti (1) je nejprve definovan pojem determinantu pro matice fadu
1, v ¢asti (i) se pak nejprve predpoklada, Ze determinant je jiz definovan pro
vSechny c¢tvercové matice majici fdd < n, a na zdkladé tohoto induktivniho
predpokladu se pak prislusnou formuli definuje determinant libovolné matice
fadu n. Tim je jiz pojem determinantu definovan pro vsechny matice z T, ,,,

kde n € N je libovolné ptirozené ¢islo.

Ve zbyvajici ¢asti tohoto odstavce odvodime postupy pro vypocet determi-
nantu matic fadid 2 a 3. Predpokladejme nejprve, ze A je libovolna matice

Fadu 2, a necht

Podle definice 4.2 pak plati
Al = ai1 - [An| — a1z - |Aa], (1)

pricemz
Ay = (a22), Ay = (CL21);

takze

|A11| = Q22, |A12’ = a21-

Dosazenim do vyse uvedené rovnosti (1) pak dostaneme
|Al = a1 - azy — ap - an.
Tim jsme dokazali nasledujici tvrzeni:

4.3 Véta.

Je-li A libovolna matice fadu 2 nad T, pficemz
A— ai; Q12 ’
Q21 Q22

|A| = a1 - Q22 — A12 - Q21 |

pak plati
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Poznamka.
Postup pri vypoctu determinantu matice fadu 2 lze znazornit pomoci nasledu-
jicitho schématu, které udava, ze soucinu prvki na hlavni diagonale prifadime
znaménko +, souc¢inu prvkt na vedlejsi diagonale pak znaménko —:
Al =
— +
Predpokladejme déle, ze A je libovolna matice fadu 3, a necht

@11 a2 Qi3
A= Q21 dA22 (23
31 dagzz G33

Podle definice 4.2 pak plati
’A‘ =aii - |A11‘ — Q12 ’A12’ + a3 - |A13‘7 (2)
kde
Q22 A23 Q21 Q23 Q21 Q22
All = ) A12 == 9 A13 == .
32 Aas3 a31 Aass a31 Aa32
Uzitim pfedchoziho postupu pro vypocet determinant matic fadu 2 dosta-
neme
|A11’ = Q22G33 — A23G32,
|A12| = Q21033 — Q23G31,
|A13’ = Q21G32 — A22G3].
a odtud dosazenim do vySe uvedené rovnosti (2) dostaneme
‘A| = 011(a22a33 - 61236132) - (112((121@33 - Cl23a31) + a13(a21a32 - Cl22a31)-

Upravou pravé strany této rovnosti dostaneme pak znamé pravidlo pro vypocet
determinantu matice fadu 3, za jehoz ptvodce byva povazovan francouzsky

matematik Pierre Frédéric Sarrus (1798-1858).

4.4 Véta. (Sarrusovo pravidlo).

Je-li A libovolna matice fadu 3 nad T, pfi¢emz

@11 a2 13
A= Q21 dg22 (23 )
a31 Q32 ass

pak plati
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‘A’ = 11022033 1 Q210432013 + A31012023 — Q13022031 — (230432011 — A33012021 |-

Poznamka.

I v tomto pfipadé lze postup pii vypoctu determinantu matice fadu 3 zna-

vvvvvv

v pripadé matic radu 2.

K tabulkovému zapisu matice pripojime jesté jeji prvni dva fadky a pak souciny
prvkd ve sméru hlavni diagonaly opatiime znaménkem -+, zatimco souciny

prvkia ve sméru vedlejsi diagonaly pak znaménkem —.

4.5 Priklad.

Vypoctéte determinanty matic A a B, jestlize

3 -2 0
A:<§_43>7 B=| -1 -5 2
5 3 1

Reseni:

Uzitim schématu pro vypocet determinantu matic fadu 2 dostaneme

|A|ﬂ}§ﬂ}2-4—(—3)-1: —(-3) =11

— +

A podobné uzitim Sarrusova pravidla pro vypocet determinantu matic fadu 3,
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dostaneme

=3-(=5)-1+(=1)-3-0+2-(=2)-2—0-(=5)-2
—2.3-3-1-(=2)(=1)
——154+0-8-0—18—2=—43

Poznamka.

Pro vypocet determinantii matic fddu n > 3 uz neexistuje zadné pravidlo ob-
dobné Sarrusovu pravidlu pro determinanty matic fadu 3. A ani pfiméa aplikace
formule obsazené v definici 4.2 neprinasi fadny prakticky pouzitelny postup.
Zminéna formule prevadi totiz vypocet determinantu matice fadu n na vypo-
¢et n determinanti matic fadu n — 1, kazdy z nich pak vede k vypoctu n — 1
determinant® matic fadu n — 2 atd., az dojdeme k determinantim matic fadu

2, kterych je ovsem

Je tedy zrejmé, Ze ani tady cesta k rozumné realizovatelné metodé vypoctu

determinant® matic vyssich radt nevede.

Abychom tento problém zvladli, musime nejprve pripomenout nékteré dalsi
dilezité vlastnosti determinantii, které nam posléze umozni najit efektivni a

prakticky proveditelny postup jak vypocitat determinanty matic fadu n > 3.

4.6 Véta.

Necht A je libovolna matice fadu n a A’ matice k ni transponovana. Pak plati

A’ = |A]
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Poznamka.

Dtisledkem pravé uvedeného tvrzeni je, Ze vsSechny vlastnosti determinanti
vzhledem k jejich radktim plati obdobné i pro jejich sloupce, a obracené. V du-
sledku toho se pak nékdy obé tvrzeni pro rfadky i sloupce formuluji spole¢né

pro 7ady dané matice, ¢imz se rozumi souhrnné 7adky i sloupce.

4.7 Véta. (Laplaceova véta o rozvoji determinantu podle prvku jedné

rady).

Pro kazdou matici A fadu n > 1 a kazdé r,s € {1,...,n} plati

A = (S0t A (1) Ayl = D01 e A, (3)
j=1
a podobné

n

Al = (=) arg [Arg| -4 (1)t [ A = Y (= 1) e Au, (4)

i=1
kde |A;l, i,7 € {1,...,n} jsou matice vzniklé z matice A vypusténim vSech

prvki ¢-tého radku a j-tého sloupce.

Poznamka.

Praveé uvedenou vlastnost determinantti rozpoznal a poprvé dokéazal francouz-
sky matematik Pierre Simon Laplace (1749-1827) a odtud pak pochézi nazev

Laplaceova veta, pod nimz je uvedené tvrzeni velmi ¢asto uvadéno v literature.

4.8 Definice.

Necht A je libovolnd matice fadu n > 1 a A;; matice vznikld z matice A
vypusténim vsech prvkia ¢-tého fadku a j-tého sloupce pro libovolné zvolena

i,j€{1,...,n}. Pak

(i) determinant |A;;| nazveme subdeterminantem nebo také minorem matice

A prislusnym k prvku a;;

(ii) sou¢in (—1)""7|A;;| nazveme algebraickym dopliikem prvku a;; a budeme

jej strucnéji oznacovat symbolem A;;;

(iii) formule (3) resp. (4) z predchoziho tvrzeni nazveme rozvojem determi-

nantu |A| podle proki r-tého Fadku resp. s-tého sloupce.



Linedarni algebra. 41

Poznamky.

(1) Uzijeme-li nyni pojmy zavedené piedchozi definici, pak je zfejmé, Ze rov-
nosti (3) resp. (4) obsazené ve formulaci Laplaceovy véty nefikaji nic
jiného, nez ze determinant matice A lze urcit tak, ze kaZdy prvek libovol-
ného zvolenéeho radku resp. sloupce ndsobime jeho algebraickym doplriikem

a vSechny tyto souciny secteme.

(2) A navic je také zifejmé, Ze rovnost obsazenéd v bodé (ii) definice determi-
nantu 4.2 neni z hlediska Laplaceovy véty nic jiného, nez rozvoj deter-

minantu |A| podle prvki prvniho fadku.

4.9 Véta.

Nahradime-li v dané ¢tvercové matici A libovolny jeji fadek resp. sloupec jeho
c-nasobkem pro libovolné zvolené ¢ € T', obdrzime matici B, pro jejiz deter-

minant plati |B| = c- |A|.

4.10 Piiklad.

Nechf jsou dany matice A a B.

11 Aaiz2 i3 11 12 a13
A= Q21 Ag22 (23 ) B = 21 22 23
a31 Q32 a33 c-agy C-azz C-ass

Plati tedy, Ze matici B jsme obdrzeli tak, Ze jsme tieti fadek matice A nahradili

jeho c-nasobkem. Determinant matice B urc¢ime rozvojem podle prvki tietiho

radku
|B| = CCL31A_31 + CCL32A_32 + CG33A_33 = C(CL31A_31 + CL32A_32 + a33A_33) = C|A|

V tomto pfipadé pro matici fadu 3 skutecné plati |B| = c|A|.

Jako dusledek pravé uvedeného tvrzeni vyplyvaji pak nasledujici dvé vlastnosti
determinant.

4.11 Véta.

Ma-li dana ¢tvercova matice A jeden fadek resp. jeden sloupec, jehoz vSechny

prvky jsou nulové, pak |A| = 0.

AR
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4.12 Priklad.

Necht mame ddnu matici

D
I
00 B
— M W
co o

Determinant ur¢ime rozvojem podle prvki tfetiho sloupce.

’A|:0A13+0A23+0A33:O

4.13 Véta.

Je-li A libovolnd matice fadu n a aA jeji a-nasobek pro libovolné zvolené
a €T, pak |a- Al =a" - |A]
4.14 Priklad.
Priklad si opét ukazeme na matici 3. radu.
apix Qi2 a3
A= Q21 Q22 Q23

a31 aszz G33

Uréime determinant |aA|.

Qap;; Qaijp Qas 11 Q12 a13
|0A] = | aag qagy qags | = a| aay qagy qags
Qaszy GQag Qdagg Qas3; Qase Qass
a1 a2 a13 a11 Aaiz2 i3
2 3 3
=« 21 22 G23 | = Q" | A21 Q22 G23 | = & |A|
Qaz; (dzz Qass 31 Aaz2 ass

4.15 Véta.

Zaménime-li v libovolné matici A fadu n > 1 dva jeji rtizné fadky resp. sloupce,

obdrzime matici A, pro jejiz determinant plati |B| = —|A|.

Jako dtsledek tohoto tvrzeni vyplyva pak nasledujici vlastnost determinantii.

4.16 Véta.

Ma-li dana matice A fadu n > 1 alespon dva stejné radky resp. sloupce, pak

1A = 0.
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4.17 Véta.

Je-li v dané matici A fadu n > 1 jeden jeji fadek resp. sloupec c-nasobkem

jiného jejiho fadku resp. sloupce, pak |A| = 0.

4.18 Priklad.

Mam danu matici

3 2 1 4
8§ 1 3 2
A= 3 -3 4 -6
1 2 1 4

V matici A je ¢tvrty sloupec dvojnasobkem druhého.

Nyni se pokusime urc¢it determinant matice A.

3 2 1 4 3 2 1 2
8 1 3 2 8 1 3 1
Al = 3 34 6| 2|3 -3 4 3
1 2 1 4 1 2 1 2

Zjistili jsme tedy, determinant matice A je roven dvojnasobku determinantu
matice, jez mé stejné dva sloupce (druhy a ¢tvrty), tedy musi byt roven 0.
4.19 Véta.

Ma-li dana ¢tvercova matice A jeden fadek resp. jeden sloupec, jehoz vSechny
prvky jsou tvoreny soucty dvojic prvki z T, pak plati

Al =Bl +]C],

kde B a (' jsou matice vzniklé z matice A tak, ze v prislusném radku resp.
sloupci ponechame pouze prvni popt. pouze druhy z obou sc¢itancti ptivodniho

souctu.

4.20 Véta.
Je-li A matice fadun > 1 a B matice vytvorena z matice A tak, ze ke kazdému
prvku s-tého Fadku resp. sloupce byl pri¢ten c-nasobek odpovidajiciho prvku

v r-tém Fadku resp. sloupci, kde r,s € {1,...,n},r # s, pak |B| = |A|.
Poznamky.

(1) Pravé uvedené tvrzeni je mozno ponékud volnéji formulovat takto: pticé-
teme-li k libovolnému tadku resp. sloupci nasobek jiného tadku resp.

sloupce, pak se determinant matice nezméni.

%
AR
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(2) Toto pravidlo lze pak déle zobecnit jednim z nésledujicich zpisobu:

o jestlize prvky vsSech radkt dané matice s vyjimkou r-tého nasobime
po tfadé prvky c¢y,...,¢1,¢r41, ..., Cn a takto vytvorené nasobky
radkt pricteme k odpovidajicim prvkiam r-tého fadku, pak se de-

terminant matice nezméni,

e jestlize podobné prvky vsech sloupcii dané matice s vyjimkou s-tého
sloupce nasobime po fadé prvky ¢y, ...,¢s_1,Cs11,- - -, Cp a takto vy-
tvofené nasobky pri¢teme k odpovidajicim prvkim s-tého sloupce,

pak se determinant matice nezmeéni.

ez

mulaci: k& prvkim r-tého radku resp. s-tého sloupce jsme pricetli line-
arni kombinaci ostatnich radku resp. sloupci s koeficienty cq,...,cr_1,

Crily.--3Cp TESP. C1y...,Cs—-1,Cs41y.-.,Cp.

(4) Shrnutim poznatku (1)—(3) snadno dospéjeme k tomuto poznatku: pricte-
me-li k libovolnému radku resp. sloupci dané ctvercové matice libovolnou
linearni kombinaci ostatnich tadki resp. sloupct, pak ziskame matici,

jejiz determinant je roven determinantu vychozi matice.

Jako dtisledek pak vyplyva nasledujici dilezité vlastnost determinantii.

4.21 Véta.

Je-li v dané ¢tvercové matici A néktery jeji fadek resp. sloupec linearni kom-

binaci ostatnich Fadku resp. sloupcti, pak |A| = 0.

V zavéru tohoto odstavce si ukadzeme, jak se uvedenych vlastnosti da pouzit
pri vypoctu determinantti matic vyssich fadi. Postup ukédzeme na ptikladé.
4.22 Priklad.

Vypoctéte determinant matice

2 -3 4 1
4 -2 3 2
A= 1 2 1 -1
3 -1 4 3
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Reseni:

Vypocet zahdjime tim, ze matici A upravime pomoci pravidla o pficitani line-
arni kombinace radkt resp. sloupcii tak, aby vznikla matice obsahujici radek
resp. sloupec, jehoz vSechny prvky s vyjimkou jednoho jdou nulové. Vyhodou
pri této operaci je okolnost, jsou-li v matici obsazeny prvky —1 resp. 1.

V nasem pripadé to 1ze provést kupi. tak, ze beze zmény ponechame tieti radek
matice a ten pak nasobime —2 a pricteme k prvnimu fadku, poté jej nasobime
—4 a pricteme ke druhému faddku a nakonec jej ndsobime —3 a pricteme jej ke

¢tvrtému radku. Dostaneme

2 -3 4 1 -7 2 3
4 -2 3 2 —-10 -1 6
|A’_ 1 2 1 —1 2 1 —1
3 -1 4 3 {D 7 1 6

Nyni aplikujeme Laplaceovu vétu a provedeme rozvoj ziskaného determinantu
podle prvki prvniho sloupce. Vzhledem k tomu, ze tfi prvky v tomto sloupci
jsou rovny nule, bude mit piislusny rozvoj pouze jeden ¢len, ¢imz se determi-

nant matice A fadu 4 prevede na vypocet determinantu matice fadu 3.

-7 2 3 -7 2 3
Al = (=1)*".1.{ =10 -1 6 |=| —-10 —1 6
-7 1 6 -7 1 6

Ted uz bychom sice mohli pokracovat pomoci Sarrusova pravidle, vétSinou se
vsak pouzije opét tprava s nasledujicim Laplaceovym rozvojem, coz byva rych-
lejsi a efektivnéjsi. V nasem piipadé ponechame kupt. tfeti fadek, nasobime
jej —2 a pricteme k prvnimu fadku a pak jej jesté pricteme ke druhému radku.
Naslednou aplikaci Laplaceovy véty pak dostaneme
7 -9
|A] =] —17 12 | = (—1)3“-1-'

79 |7 -9
17 12 |7 7| 17 12

Odtud pak pouzitim pravidla pro vypocet determinantu matice druhého radu

dostaneme

Al = —[7-12 = (=9) - (—17)] = —(—69) = 69.

Pripojime jesté definici jednoho dalsiho dulezitého pojmu, ktery budeme po-

tfebovat v dalsim vykladu.
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4.23 Definice. Regularni matice.

Ctvercova matice A se nazyvéa reguldrni, jestlize |A| # 0. V opa¢ném piipadsé,

tj. jestlize |A| = 0, se nazyva singuldrn.

4.24 Priklad.

Urcete, zda matice A je regularni, jestlize

A:

=
W N =
DD W =

Resenti:

Abychom zjistili, zda dana matice je regularni, spocteme jeji determinant.
1 11
Al=|1 2 3|=124+3+3-2-9—-6=1.
1 36

Jelikoz deteminant je roven jedné, je tedy nenulovy a matice A je tudiz regu-
larni.

V nasledujicim tvrzeni si vysvétlime, jak je to s determinantem soucinu dvou
matic.

4.25 Véta.

Jsou-li A, B matice téhoz tadu n, plati |AB| = |A||B|.

Ve zbyvajici ¢asti se budeme zabyvat inverznimi maticemi a jejich vlastnostmi.
Nez se dostaneme piimo k definici inverzni matice, vyslovime nasledujici tvr-

zeni.

4.26 Véta.

Ke kazdé matici A fadu n existuje nejvyse jedna matice X téhoz radu takova,
ze plati AX = XA = F, kde FE je jednotkova matice fadu n.

4.27 Definice. Inverzni matice.

Necht A je ¢tvercovd matice fadu n, E je jednotkovd matice téhoz radu.
Existuje-li matice X takova, ze plati AX = XA = F, pak fekneme, Ze matice
X je inverzni matice k matici A a piSeme X = A~ Matice A, k niZ existuje

inverzni matice A~!, se nazyva invertibilni.
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Poznamka.

Definice nésledujiciho pojmu je nezbytna k tomu, abychom inverzni matici A~*
mohli explicitné popsat pomoci prvka matice A.

4.28 Definice. Adjungovana matice.

Necht A = (a;;) je ¢tvercova matice fadu n. Pak matici A, kterou vytvoiime
tak, ze kazdy prvek matice A nahradime jeho algebraickym doplitkem a takto

ziskanou matici transponujeme, budeme nazyvat matici adjungovanou k matici
A.

4.29 Véta.

Je-li A regularni matice fadu n, pak

1 —
Al= — A
Al

4.30 Véta.
Matice A fadu n je invertibilni pravé tehdy, je-li regularni.

Na zavér se podivame na par vlastnosti inverznich matic.

4.31 Véta.

Pro kazdé dvé regularni matice A, B téhoz fadu n plati:

(i) (AB)"' =B 'A%

4.32 Pojmy k zapamatovani.

Determinant matice,
Sarrusovo pravidlo,
rozvoj determinantu,
subdeterminant, minor,

algabraicky doplnék prvku a;;.
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4.33 Kontrolni otazky.

Pro jaké matice uzivame k vypoctu determinantu Sarrusovo pravidlo?
Vysvétlete princip vypoctu determinantu matice Sarrusovym pravidlem?

Jak vypada rozvoj determinantu podle prvki r-tého fadku?

Jaky je vztah mezi determinanty matic A a B, pro které plati B = aA?

Co se stane s determinantem matice, v niz zaménime dva sloupce?

Jaky je determinant matice, je-li jeden jeji fadek linearni kombinaci ostatni
radka?

4.34 Neresené tulohy.

1. Spoctéte determinanty:

1 2
@) |5 ;|
6 9
|5 5
sinx —cosx
(C) cosr sinx
1+¢2 2t
(d) | 57 15 | kde t # +1.
1-t2 12

2. Spoctéte determinanty:

011
(a) |1 0 1],
110

3 -2 —4
|1 3 2|
—2 —4 6
4 -3 5
()3 =2 8 |,
1 -7 -5
5 3 9
(d) | -9 —2 -1

6 —6 -8

3. Spoctéte determinanty:

(a) | —a a =z |,
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1 1 1+
(b) — 1 0 ,
1—7 0 1
0 V2 V3
()| -1 6 V10 |,
—V2 V3 V2
sinx 1 1
(d) | cosz 1 1
1 cosx sinx
31 1 1—1
(e) | 1+4 O 1
-1 1 21
4. Reste rovnice:
r 0 1
(a) | 2 =z 3 |=0,
4 5 6
1 = =«
(b) |z 2 1|=0,
1 1 =z
r z+1 z—1
(c) |1 1 1 = 0.
1 -1 0

5. Spoctéte determinanty matic vyssich radu:

9 1 -8 3
0 -2 8 -1
@1 4 7 5 o
-1 3 1 1
12 3 4
91 43
M) 139 1 4/
431 2
5 2 3 4 5
29 3 7 10 13
|3 5 11 16 21 |,
0O -7 7 7 9
8§ 4 5 3 10
2 0 1 2 2
2 5 2 6 1
| 5 131 12 7|
29 6 3 8 1
4 9 5 10 8
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0 =z y =z
z 0 z y
zy x 0
a 3 0 9
0 b 0 12
(f) 7 8 ¢ -3
000 d

6. Zjistéte, které z danych matic jsou regularni.

29 4 1
() A= -1 3 —2 |,
3 —1 4
—2 1 3
b)B=| 3 21|,
4 3 1
1 3 1 4
12 -1 2
) C=f_1 7 13
0 0 2 3

7. K matici A urc¢i adjungovanou matici:

@a=(11)

29 0 2
b A= -1 4 3 |,
3 1 4
0 4 10 1
4 8 18 7
() A=1 10 18 40 17
1 7 17 3

8. Urcete, v kterych pfipadech a)—c) predchoziho ptikladu je matice inver-

tibilni a v kladném piipadé urcete inverzni matici.

9. Uréete inverzni matici A~! k matici A, jestlize

1 2 2
(@) A=|2 1 —2],

2 -2 1

3 -2 0 -1

0 2 2 1
By A=141 5 3

01 2 1
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10. Reste maticovou rovnici AX = B, jestlize

wa-(18) a-(13)

1 2 -3 1 -3 0

W A=[3 2 —a|, B=[10 2 7

2 -1 0 10 2 8

11. Vypoctéte (AB)™!, jestlize

0o 2 -4
1 -1 2 0 3 0 6 =2
A= -2 1 0 -1 1 , B = 2 -1 2
3 -1 2 -1 1 -4 9
-1 1 0

2. (a) 2, (b) 90, (c)100, (d) 310.
3. (a) 2a®(a+ ), (b) =2, (c)5—2V10, (d)1—sin2z, (e) 64 4i.

4 (a)zy =22 =2, (b)*—a?—z+1=(z+1)(z—1)% 21 = —1, 293 = 1,

(c) nemé FeSeni.

5. (a) 0, (b) =60, (c)—282, (d)—64, (e)a*+y*+z*—22%y>—2222%—
29222, (f) abed.
6. (a) |A] =4, A je regularni, (b) |B| = 46, B je regularni, (c) |C| =0,

C neni regularni.

7(@z=(i'f)

B 13 2 -8
b) A= 13 2 -8 |,
13 -2 8
0000
_ 0000
(©A=119100 0
000 0

B 1 4 -3
8. (a) [Al=1,4 _A—<_11 ,

(b) |A| = 0, neni invertibilni,
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(¢) |A| = 0, neni invertibilni.

-1
(b) A -1 -1 3 6
2 1 -6 -10
1 —4
— Al —
10. (a) X=A B—(O 2),
6 4 5
b) X=|(21 2 |.
3 3 3
1 -3 2 22 8 =5
11.AB=| -2 7 =3 |, AB)'=| 5 2 -1
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5 Aritmeticky vektorovy prostor.

V této kapitole se budeme vénovat zakladnim poznatkim o vektorovych pro-
storech potrebnych pro dalsi vyklad. Na konci této kapitoly budete umét defi-
novat aritmeticky vektorovy prostor, pracovat s vektory jako provadét soucet
vektortl, skalarni nasobek vektoru, budete umeét urcit vektor jako linearni kom-
binaci danych vektorti, poznate, kdy jsou vektory linearné zavislé. Seznamite
se s pojmem podprostoru vektorového prostoru, budete déle umét urcit bazi

podprostoru a dimenzi vektorového prostoru.

5.1 Klidova slova.

vektorovy prostor, nulovy vektor, soucet vektort, opacny vektor, podprostor,

trividlni podprostor, baze podprostoru, dimenze vektorového prostoru.

5.2 Definice. Aritmeticky vektorovy prostor.

Necht n € N je libovolné zvolené pfirozené ¢islo. Pak kazdou uspofadanou
n-tici prvkt z T tvaru @ = (ay, .. ., a,) budeme nazyvat n-clennym aritmetic-
kym vektorem nad T a prvky aq,...,a, € T budeme nazyvat jeho sloZkamu.
Mnozinu vsech n-¢lennych aritmetickych vektortt nad 7' budeme oznacovat

symbolem V,, a budeme ji nazyvat aritmetickym vektorovym prostorem nad T'.

Poznamka.

Vzhledem k tomu, Ze o jinych nez aritmetickych vektorech nad T' zde nebude
fe¢, budeme adjektivum ,aritmeticky* ¢asto vypoustét a budeme c¢asto hovorit

pouze o vektorech nad T'.

5.3 Definice. Nulovy vektor.

Vektor prostoru V,,, jehoz vSechny slozky jsou nulové, budeme nazyvat nulovy
vektor a budeme jej znacit symbolem 0. Libovolny vektor z V,,, ktery neni

nulovy, se pak bude nazyvat nenulovy vektor.

5.4 Definice. Soucdet vektoru.

—

Necht @ = (ay,...,a,), b= (by,...,b,) jsou libovolné vektory prostoru V,,. Pak

jejich souctem budeme rozumét vektor a + b definovany vztahem

G+b=(a;+by,...,an~+by).

Vlastnosti operace s¢itani vektort shrnuje nasledujici tvrzeni.
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5.5 Véta.
Sc¢itani aritmetickych vektorid se fidi nasledujicimi pravidly:
(i) Jsou-li @, b € V, libovolné vektory, pak
i+b=>b+a.
(ii) Jsou-li a, l;, ¢ € V,, libovolné vektory, pak

(@+b)+E=a+ (b+0).

(iii) Je-li @ € V,, libovolny vektor a 0 € V,, nulovy vektor, pak

(iv) Je-li @ = (aq,...,a,) € V, libovolny vektor a —a € V,, vektor definovany

vztahem —d = (—ay,...,—a,), pak

—

a+(—d)=(-a)+a=0.

5.6 Definice. Opa¢ny vektor.

Je-li @ = (ay,...,a,) € V, libovolny vektor, pak vektor —d@ = (—ay, ..., —ay,)

nazveme opacnym vektorem k vektoru a.

Poznamka.

Podobné jako v piipadé s¢itani matic i zde jsou vySe uvedené vlastnosti (i)—(iv)
disledky znamych vlastnosti operace s¢itani readlnych resp. komplexnich cisel.
A i v tomto pripadé se zpravidla uvadéji pod nazvem ,zakony“. Takze tvrzeni
(i) se pak obvykle nazyva komutativni zdakon, tvrzeni (ii) pak asociationi zdakon
pro séitant vektori. Tvrzeni (iii) je opét podminka existence neutrdlniho proku,
ktery je v tomto pripadé nulovy vektor 0, tvrzeni (iv) je podminka existence

opacného prvku, a tim je ziejmé vektor opac¢ny k danému vektoru.

5.7 Definice. Skalarni nasobek.

Pro kazdy vektor @ = (ay,...,a,) € V, a pro kazdy prvek a € T definujme

skalarni ndsobek resp. a-ndsobek vektoru @ jako vektor

a-d=(aa,..., aa,).
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Poznamka.

Na rozdil od operace s¢itani vektorti, jde v pfipadé nasobeni skalarem opét
o vné&jsi operaci na mnoziné V,,, nebot levy operand « je ¢islo z T, zatimco

pravy operand @ je aritmeticky vektor z V/,.

Vlastnosti operace nasobeni vektoru skalarem shrnuje néasledujici tvrzeni.

5.8 Véta.

Pro libovolné vektory a, b € V,, a libovolné prvky «, 8 € T plati:

(i) a(pad) = (ab)d,

Dale se budeme zabyvat linearnimi kombinacemi vektorti a linearni nezavislosti

¢i zavislosti vektor.

5.9 Definice. Linearni kombinace vektoru.

Budiz n € N libovolné pfirozené ¢islo, ay, ..., a, € T skalary aay,...,d, € V,

vektory. Pak vektor be V,, definovany vztahem

b:a/lal—l""'f—anan: E A5y,

=1
nazveme linedrni kombinaci vektori ay,. .., a, s koeficienty aq, ..., a,. Jsou-
li pfitom vSechny koeficienty aq, ..., a, nulové, tj. plati-li a1 = ap = -+ =

a, = 0, nazyva se dana lineadrni kombinace trivialni. V opacném piipadé, tj.
je-li alespon jeden z koeficienti «g,...,a, nenulovy, hovofime o netrividalni

linedarni kombinaci vektori.

5.10 Definice. Linearni zavislost vektori.

Vektory ai,...,a, € V, se nazyvaji linedrné zavislé, jestlize existuje alespon
jedna jejich netrividlni linearni kombinace, ktera je rovna nulovému vektoru 0.
V opac¢ném pripadé, tj. je-li kazda netrivialni linedrni kombinace uvazovanych

vektorl vzdy nenulovym vektorem, se tyto vektory nazyvaji linedrné nezdavisle.
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5.11 Priklad.

Zjistéte, zda vektory @ = (1,2,1),¢ = (3,1,—4),@ = (3, —4,—11) v aritme-
tickém vektorovém prostoru nad télesem realnych cisel jsou linedrné zavislé ¢i
nezavislé.

Resent:

Pokud by vektory w, v, @ byly linearné zavislé, pak existuji realna c¢isla aq, ag,
az takova, ze

a1 + U 4+ azw = 0.

Dosazenim za vektory dostavame.

(Lo, 20, L) + (o, Lo, —4aw) + (3ag, —4ag, —11as) = (0,0, 0).
Po upraveé

(Lo + 3ag + 3aig, 201 + lag — dag, lag — 4ag — 11asz) = (0,0,0).

Aby byly vektory na levé a pravé strané rovnosti stejné, musi se rovnat odpo-

vidajici slozky. Dostavame, tedy rovnice

1041 + 30&2 + 3043 =0
20(1 + 1@2 - 4@3 =0
].O{l — 40{2 — ].1043 =0
VyfesSenim této soustavy rovnic zjistime, ze jedno z feSeni je a; = —3, a9 =
2,3 = 1, tedy existuje netrivialni linearni kombinace vektoru u, v, @ rovna
nulovému vetkoru a tudiz dané vektory jsou linearné zavislé.
Oba pravé zavedené pojmy, tj. pojem linedarni kombinace a pojem linearni
zavislosti vektort spolu velice tizce souvisi, jak vyplyva nejen z definice 5.10,

ale také z nasledujiciho tvrzeni.

5.12 Véta.

Vektory ai,...,a, € V,, kde n > 1, jsou linearné zavislé, pravé kdyz alespon
jeden z nich je linearni kombinaci zbyvajicich vektorii.
Nyni se sezndmime s dalsimi pojmy jako podprostor vektorového prostoru,

podprostor generovany mnozinou vektortt vektorového prostoru, baze podpro-

storu a dimenze vektorového prostoru.
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5.13 Definice. Podprostor vektorového prostoru V,,.
Neprazdnou mnozinu W vektord prostoru V,, budeme nazyvat podprostorem
tohoto prostoru pravé tehdy, splinuje-li nasledujici podminky:

(i) Jsou-li @, b € W libovolné dva vektory, pak také @ + beW.

(ii) Je-li @ € T libovolny skalar a @ € W libovolny vektor, pak ad € W.

Je ziejmé, Ze zejména cely vektorovy prostor V), je podprostorem sebe sama a
také mnozina {0} obsahujici nulovy vektor prostoru V,, je podprostorem tohoto

prostoru.

5.14 Definice. Trivialni podprostor.

Podprostor 0 vektorového prostoru V,, vytvoreny jeho nulovim vektorem se
nazyva trividlni podprostor tohoto prostoru, kazdy jiny vektorovy podprostor

se pak nazyva netrividlns.

Nésledujici tvrzeni popisuje algoritmus pro tvorbu netrividlnich podprostori

prostoru V,,.

5.15 Véta.

Necht M = {a3,...,d,} je mnozina vektori z V,. Pak mnozina (M) vSech
vektort z V,,, které jsou linedrnimi kombinacemi vektort nalezejicich do M, je

podprostor vektorového prostoru V,,.

5.16 Definice. Podprostor generovany mnozinou vektoru vektoro-

vého prostoru.

Podprostor (M) prostoru V,,, ktery popisuje pfedchozi tvrzeni, se nazyva pod-
prostorem prostoru V,, generovanym mnozZinou vektori M. Vektory néaleze-
jici mnoziné M se pak nazyvaji generdtory podprostoru (M) a v pFipadé, fe

(M) = V,,, hovoiime pak o generdtorech prostoru V,,.

Nejvetsi vyznam maji zejména ty mnoziny generatort, jejichz vSechny vektory
jsou linearné nezavislé. Podrobnéji to popisuje nasledujici definice.

5.17 Definice. Baze podprostoru.

Necht W je libovolny netriviadlni podprostor prostoru V,,. Pak mnozinu M =

{ai,...,d,} vektort z W nazveme bdzi podprostoru W, jestlize jsou splnény
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tyto podminky:
(i) (M) =W, tj. M je soustava generatorti podprostoru W.

(ii) Vektory aj,...,a, jsou linedrné nezavislé.

Jestlize W = V,,, pak mnozinu M nazveme bazi prostoru V,,.

5.18 Véta.

Vsechny béze libovolného netrivialniho podprostoru W vektorového prostoru

V,, maji tyz pocet vektort.

5.19 Definice. Dimenze vektorového prostoru.

Dimenzi libovolného netrivialniho podprostoru W vektorového prostoru V,, na-
zveme pocet vektori libovolné jeho baze. Je-li W = V,,, pak hovorime o dimenzi

vektoroveho prostoru V,,.

Poznamka.

PovsSimneme si na zaver toho, jak vypada dimenze aritmetického vektorového

prostoru V,,. Je vcelku zfejmé, ze vektory

&1 = (1,0,...,0),
e = (0,1,...,0),

e, = (0,0,...,1)

jsou linearné nezavislé, pricemz kazdy aritmeticky vektor z V), 1ze vyjadrit jako
linedrni kombinace téchto vektort. Jinymi slovy feceno, uvedené vektory tvori

bazi prostoru V,,, takze dimenze tohoto prostoru musi byt rovna ¢islu n.

5.20 Pojmy k zapamatovani.

Aritmeticky vektorovy prostor,
soucet vektort,

skalarni nasobek vektoru,
linearni kombinace vektort,
linearni zavislost vektort,

podprostor vektorového prostoru,
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baze podprostoru,

dimenze prostoru.

5.21 Kontrolni otazky.

Jak je definovan aritmeticky vektorovy prostor?
Jak vypada nulovy vektor?

Jakym zpisobem s¢itame vektory?

Jaky je vztah mezi slozkami opa¢nych vektort?
Kdy jsou dané vektory linearné zavislé?

Co je to trivialni podprostor?

Co plati pro vektory ruznych bazi jednoho netrivialniho podprostoru vektoro-

vého prostoru?

Jaky je vztah mezi dimenzi a bazi podprostoru vektorového prostoru?

5.22 NeresSené ulohy.

Zjistéte, zda dané vektory nad télesem realnych cisel jsou linearné zavislé ¢i

nezavislé.

1. @=(1,2,3,5), b= (-1,0,3,0), = (1,1,-4,1), d = (0,2, -3, —2),

2. T=(-3,1,4), 7= (1,1,1), Z= (0,0, 1),

3. k=(1,3,1),[=(0,1,2), m = (3,7, —1),

4. p=(1,5,1,2,-4), 7= (2,—-4,-1,3,1), 7= (-1,0,0,2,0),
§=1(0,3,-2,0,1).

5.23 Vysledky neresenych tloh.

1. linearné nezavislé,
2. linearné nezavislé,
3. linearné zavislé,

4. line4drné nezévislé.
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6 Soustavy linearnich rovnic a jejich reseni.

Od této kapitoly do konce tohoto distan¢niho textu se budeme zabyvat sousta-
vami linearnich rovnic. V této kapitole se podivame na nazvoslovi. Po prostu-
dovani této ¢asti budete umeét k dané soustavé linearnich rovnic popsat matici
soustavy, rozsifenou matici soustavy, sloupec pravych stran a sloupec nezna-
mych. Dale budte umét rozlisit homogenii od nehomogenni soustavy linearnich

rovnic.

6.1 Klicova slova.

soustava linearnich rovnic, maticovy zapis soustavy, matice soustavy, rozsifena
matice soustavy, homogenni soustava linearnich rovnic, nehomogenni soustava

line4rnich rovnic.

6.2 Definice. Soustava linearnich rovnic.

Necht m,n € N a uvazujme soustavu rovnic tvaru

1121 + @122 + - - + a1y, = by,
2171 + G22T3 + -+ + Agpy, = bo, (5)
s’
Um1T1 + maTs + + + GnTn = b,

kde a;;,b; € T pro vSechna i € {1,...,m}, j € {1,...,n}. Kazdou takovou
soustavu budeme nazyvat soustavou m linedrnich rovnic o n neznamych nad
T. Déle fekneme, ze aritmeticky vektor (£1,&s,...,&,) € T™ je TeSenim této
soustavy, kdyz po dosazeni x1 = &1, 19 = &9, ..., 2, = &, jsou vSechny rovnice
splnény, tj. vSechny rovnice se stanou pravdivymi vyroky. Ma-li soustava (5)
alespon jedno TeSeni, nazyva se resitelnd, neméa-li feSeni, nazyva se neresitelnd.
Ma-li soustava (5) pravé jedno FeSeni, nazyva se jednoznacné fesitelnd, ma-li

alespon dvé riizna feseni, pak fikdme, Ze je nejednoznacné resitelnd.

Poznamky.

(1) Ve zbyvajici ¢asti tohoto uc¢ebniho textu se budeme zabyvat otédzkami,
které souviseji s FeSitelnosti soustav linearnich rovnic. Predevsim zfor-
mulujeme nutnou a postacujici podminku fesitelnosti téchto soustav a
u téch Tesitelnych pak popiSeme postupy, jejichz uzitim lze feSeni téchto

soustav snadno vypocitat.
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(2) Soustavu (5) 1ze vyjadfit strucénéji a prehlednéji, pouzijeme-li prostredky
teorie matic, s nimiz jsme se seznamili v pfedchozich odstavcich. Polozi-

me-li

a1 a12 P Q1n
921 29 ... Aon

Am1 Am2 ... Amn

b
by

X
X2

pak je ihned zfejmé, Ze namisto (5) miizeme danou soustavu zapsat ve tvaru

A-X =B. 9)

6.3 Definice. Maticovy zapis soustavy rovnic.

Rovnost (9), kde A, B, X jsou matice definované vztahy (6)—(8), se nazjva
maticovym zdpisem soustavy linedrnich rovnic (5). Matice A se nazyva matici
této soustavy, matice B se nazyva sloupcem pravych stran nebo také matict
pravych stran a matice X pak sloupcem neznamijch této soustavy. A konec¢né,

matici A* definovanou vztahem

aiq a2 ... a1p - b1
o1 Q22 ... ag bg

A = " (10)
Am1 Amo .. Amp - bm

nazveme rozsirenou matici soustavy (5).
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6.4 Priklad.

Je dana soustava linearnich rovnic

3x1+4x2—5w3+2$4 =35
I1+ZE2—J]3—5ZE4: —1

2$1+3£L’2—l’3—|—2$4::0

) + xT3 + Ty — = 1
Matice soustavy A ma pak tvar
3 4 -5 2
11 -1 -5
A= 2 3 -1 2
01 1 1
Sloupec pravych stran je
5
-1
B = 0
1

Sloupec neznamych této soustavy je roven

I
T2
T3
Ty

A matice soustavy rozsifena A* ma tedy tvar

34 -5 2 5
PN IR UR AR B A
2 3 -1 2 0
01 1 1 1

6.5 Definice. Homogenni a nehomogenni soustava rovnic.

Soustava linearnich rovnic se nazyva homogenni, jestlize matice pravych stran

B je nulova, tj. jsou-li vSechny jeji prvky rovny nule. V opa¢ném pfipadé se

soustava nazyva nehomogenni.

N

ZALN
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6.6 Priklad.

Priklad homogenni soustavy linearnich rovnic:

$1+3$2—$3+l’4:0
—J]1+4CL’2—I3+21’4:0

3.’13'1 +2.1'2 —3$3 —41’4 =0

Priklad nehomogenni soustavy linearnich rovnic:

3r1 — 3x3 + 23+ 224 = —1
T1— To + 33+ 214 = 2
—2$1+l’2+3l’3—$4: -3

—T1+ Ty + 223+ 14 = 2

6.7 Pojmy k zapamatovani.

Soustava linearnich rovnic,

matice soustavy a rozsifena matice soustavy,
sloupec pravych stran,

sloupec neznadmych,

homogenni soustava a nehomogenni soustava.

6.8 Kontrolni otazky.

Mame-li soustavu m rovnic o n neznamych, jakého typu bude matice soustavy?
Kolik feseni mé soustava linearnich rovnic fesitelna, kolik jich mé jednoznacné
fesitelna a kolik viceznacné fesitelna?

Kdy je dana soustava linedrnich rovnic nehomogenni a kdy je homogenni?
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7 Cramerovské soustavy.

V tomto odstavci se budeme zabyvat problémem feSitelnosti jedné specialni
tfidy soustav linearnich rovnic. Tyto soustavy odvozuji sviij nadzev od jména
Svycarského matematika Gabriel Cramera (1704-1752), jednoho ze zaklada-
telti teorie determinanti. Po prostudovani budete umét rozhodnout, zda dana
soustava je cramerovska, budete umét vyjadrit kofeny cramerovské soustavy

linearnich rovnic.

7.1 Klidova slova.

cramerovska soustava, Cramerovo pravidlo, kofeny soustavy rovnic.

7.2 Definice. Cramerovska soustava linearnich rovnic.

Soustava linedrnich rovnic (5) z predeslého odstavce se nazyva cramerovskd,

splnuje-li nasledujici dvé podminky:

(i) m = n, tj. pocet rovnic je roven poc¢tu nezndmych.
(ii) Matice soustavy A je regularni, tj. plati |A| # 0.

Kazda cramerovska soustava je vzdy feSitelna, a to dokonce jednoznacné. Vy-
plyva to z nasledujiciho tvrzeni, které se v literatuie uvadi zpravidla pod na-

zvem Cramerovo pravidlo.

7.3 Véta. (Cramerovo pravidlo).

Kazda cramerovska soustava linearnich rovnic tvaru AX = B s matici soustavy

fadu n mé pravé jedno feseni (&1,...,&,) € Vi, jehoz slozky lze vyjadiit ve
tvaru
Al
i=—=7=1,....n 11
5] |A| 7.] ) 9 9 ( )
kde |A| je determinant matice dané soustavy a |A4;| pro j = 1,...,n jsou

determinanty matic A;, které vzniknou z matice A nahrazenim j-tého jejiho

sloupce sloupcem pravych stran.

Postup pfi feseni cramerovské soustavy rovnic je zifejmy z nasledujici tlohy.

H
AV
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7.4 Priklad.

Reste soustavu rovnic

x1+1:2+2:c3 = -1
21’1—ZE2+2$3 = —4

41’1 —|—.C132 —|—4.§L’3 = -2

Reseni:
Vizuélné se snadno ovéfi, Ze dana soustava splituje podminku (i) vyse uvedené

definice, nebof m = n = 3. Abychom ji mohli prohlésit za cramerovskou,

musime nejprve vypocitat determinant jeji matice soustavy A.

1 2
1 2|=—4+4+4—(-8+2+8)=6.
1 4

Al =

=N

Soustava tedy spliiuje i podminku (ii) zminéné definice, nebot |A| = 6 # 0, a
je tedy cramerovska. Z ptredchoziho tvrzeni pak vyplyva, zZe ma jediné reseni

(&1,&9,&3) € V3, kde

A
61 — |A‘ )
A
&= (12)
| As]
& = -

Abychom tato feseni mohli ur¢it, musime vypocitat jesté determinanty dalSich
tf matic A;, Ay a As. Matice A; podle navodu obsazenému v tvrzeni 7.3
vznikne z matice soustavy A, nahradime-li pevni jeji sloupec sloupcem pravych

stran, takze pak

-1 1 2
A =| -4 -1 2| =6.
—2 1 4

Analogicky nahradou druhého sloupce matice A sloupcem pravych stran do-

staneme matici Ay, a tedy

Al=|2 —4 2|=12.
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A kone¢né nahradou ttretiho sloupce matice A sloupcem pravych stran dosta-

neme matici Az a odtud je pak jiz zfejmé, ze

1 1 -1
A =2 -1 —4|=-12
4 1 -2

Dosazeni do vzorcu (12) pak dostaneme

6
51:6:17

12
§2ZE:2’

—12
53:T:—2-

Dané soustava ma tedy jediné FeSeni tvaru (1,2, —2).
Poznamky.

(1) Pro numerické feSeni cramerovskych soustav o vét$im poc¢tu neznamych
neni vypocet pomoci Cramerova pravidla prilis efektivni a pouziva se
zpravidla jiného postupu, o némz se zminime v nésledujicich odstavcich.

Cramerovo pravidlo mé vsak bezesporu zna¢ny teoreticky vyznam.

(2) V souvislosti s aplikaci Cramerova pravidla je jesté nezbytné uvazit, ze
pokud pocet rovnic uvazované soustavy je roven poctu neznamych, ale
determinant matice této soustavy je nulovy, pak je Cramerovo pravidlo
nepouzitelné. V zadném pripadé nelze bez dalsiho vysetfovani prohlasit,

7e tato soustava nemé FeSeni!

7.5 Pojmy k zapamatovani.

Cramerovska soustava,
Cramerovo pravidlo,
kotfen cramerovské soustavy.

7.6 Kontrolni otazky.

Jaky je vztah mezi po¢tem rovnic a poc¢tem neznamych v cramerovské soustaveé

linearnich rovnic?
Jaky musi byt determinant matice cramerovské soustavy linearnich rovnic?

Jak vyjadiime kofeny cramerovské soustavy linearnich rovnic?
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7.7 Netesené ulohy.

Pomoci Cramerova pravidla feste nasledujici soustavy rovnic.

1.
$1+x2+2]}3:—1
21’1—1‘2+2$3:—4
41 + x5 + 43 = —2
2.
2I1+.T2—5JI3:1
—3£E1+l'2+933:5
5I1—61’3:2
3.
r+y =13
r—z=
y—z=
4.
r1 4+ 3x9 + drg + Try = 12
3[E1+5$2+7!L‘3+$4:0
5$1+7$2+$3+3.’E4:4
7[E1—|—$2+3CL’3+5J]4:16
d.
T1 + To + T3 + 14 = 0
To + x3 + 4 + x5 = 0
r1 + 229 + 323 = 2
To + 2x3 4+ 314 = -2
I3 +2£L’4+3[E5: 2
6.
1 — 2x9 + 3w — 4wy + 225 = —2
X1 +2I‘Q—ZE3 —1'5:—3
1 — X9 —|—2$3 — 3334 = 10
Tg — T3 + T4 —2175:—5

2$1+3.T2—SL’3 + x4 +4$C5I 1
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7.8 Vysledky nefeSenych uloh.

1. [1,2,-2],

2. |A| = 0, nelze pouzit Cramerovo pravidlo,
3. [8,5,3],

4. [1,-1,0,2],

5. [1,-1,1,-1,1],

6. |A| = 0, nelze pouzit Cramerovo pravidlo.

69
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8 Hodnost matice a jeji vypocet.

Abychom mohli problém fesitelnosti vyfesit obecné pro vsechny soustavy line-
arnich rovnic pripadajicich v ivahu, musime rozsirit nase dosavadni poznatky.
To uc¢inime v tomto odstavci, kde zavedeme jistou ¢iselnou charakteristiku libo-
volné matice, kterou nazveme jeji hodnosti. Po prostudovani této ¢asti budete
védeét, co je to podmatice, jak urc¢it hodnost matice. Dale budete umét prevést
matici pomoci elementarnich tiprav na stuptiovy (Gaussiv) tvar, z kterého jiz
jednoduse urcite hodnost matice. Budete znat tfi zptisoby chapani hodnosti

matice.

8.1 Klicova slova.

hodnost matice, regularni podmatice, elementarni Gpravy matice, Gaussuv

tvar.

8.2 Definice. Podmatice matice.

Necht A = (a;;) je libovolna matice typu (m,n) nad T' a nechf iy, ...,i, € N,
Ji,---,Jq € Ny, pficemz p < m, ¢ < n a dale pak jesté ¢; < --- < 4, a
J1 < -+ < i, Pak matici B(by) typu (p, q), jejiz prvky jsou definovany vztahem

by = Qg 5,

prol < k < p, 1 <1 < g, se nazyva podmatice matice A typu (p,q). Je-li
p = q, tj. je-li B ¢tvercova matice radu p, pak fikdme, ze B je requldrni resp.

singuldrni podmatice matice A podle toho, je-li |B| # 0 resp. |B| = 0.

Poznambka.

Pravé vyslovena definice popisuje, i kdyz ponékud komplikovanéji, tu okolnost,
ze vyznac¢ime-li v libovolné matici A typu (m,n) jistych p jejich fadku a ¢ jejich
sloupcti, kde p < m, ¢ < n, a vytvorime-li matici B ze vSech téchto prvki
matice A lezicich v priuseku vybranych fadkd a sloupci, ziskdme podmatici
B matice A. Pritom se samoziejmé piredpoklada, ze ptivodni struktura radka
a sloupcti matice A zistane zachovana, tj. ze libovolné dva prvky matice B
lezi v témze tadku resp. sloupci, jestlize nalezely témuz radku resp. sloupci

v matici A.
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8.3 Definice. Hodnost matice.

Hodnosti dané nenulové matice A budeme nazyvat prirozené ¢islo h = h(A)

takové, pro néz plati:

(i) Existuje alespoii jedna regularni podmatice matice A, ktera mé ¥ad h.
(ii) VSechny ¢tvercové podmatice matice A fadu h + 1 jsou singuldrni.
Je-li A nulova matice, pak polozime h(A) = 0.

Poznamka.

Uvéazime-li podrobnéji smysl obou podminek (i) a (ii) z vySe uvedené definice,

s

pak snadno dojdeme k zavéru, ze hodnost libovolné nenulové matice je nejuyss:

rdad jeji requldrni podmatice.

8.4 Véta.

Je-li A libovolné matice typu (m,n) a B libovolna jeji podmatice, pak plati:
(i) h(B) < h(A) < min{m,n}.

(ii) Je-li m = n a jestlize A je regularni matice fadu n, pak h(A) = n.

(iii) Je-li A" matice transponovana k matici A, pak h(A’) = h(A).

Poznamka.

V nékterych pripadech se hodnost matice d& urcit vizualné pfimo z jejiho

explicitniho tabulkového zapisu. Tak kupf. jestlize

0
0],
0

A:

OO =
O|I= O

pak z ni lze vybrat regularni podmatici

o-(39)

rfadu 2, pricemz regularni podmatici vyssiho fadu uz z matice A vybrat nelze.

Je tedy h(A) = 2.

Ve vétsiné pripadii to takto jednoduse ovSem nejde a pro urceni hodnosti ma-

tice je nezbytna jista jeji predchozi tprava.
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8.5 Definice. Elementarni tiprava matice.

Necht A je libovolna matice nad T'. Pak 7ddkovou resp. sloupcovou elementdrni

upravou této matice rozumime

(i) vzajemnou vyménu libovolnych dvou fadku resp. sloupct;

(ii) néhradu libovolného fadku resp. sloupce jeho c-nésobkem, kde ¢ € T', ¢ #
0;

(iii) pfic¢teni c-nasobku fadku resp. sloupce k jinému fadku resp. sloupci.

Elementdrni ipravou matice A budeme déle rozumét bud jeji fadkovou anebo

sloupcovou upravu.

8.6 Véta.

Hodnost matice se nezméni, provedeme-li libovolnou jeji elementarni tipravu.

Poznamka.

Je-li A libovolnd matice typu (m,n) nad T, pak jeji fadky lze povaZzovat za
aritmetické vektory z V,, a podobné i jeji sloupce lze povazovat za aritmetické
vektory, tentokrat z V,,,. To ndm pak umozni hovotit o linedrni kombinaci radki
resp. sloupcu a také o jejich linedrni zdvislosti ¢i nezdvislosti, pfiCemz mame

na mysli linearni kombinace pfislusnych aritmetickych vektort.

8.7 Véta.

Ma-li dana matice A hodnost h, pak v ni existuje A linearné nezavislych radki
a také h linedrné nezavislych sloupct, ptricemz kazdy dalsi fadek resp. sloupec

je uz jejich linearni kombinaci.
8.8 Véta.

V kazdé matici je maximalni pocet linedrné nezavislych radkid roven maximal-

nimu poctu linearné nezavislych sloupcii a je téz roven hodnosti této matice.

Poznamka. Z pravé uvedeného tvrzeni vyplyva, ze existuji tfi navzajem ekvi-
valentni zptisoby chapani pojmu hodnosti matice. Schematicky to lze znazornit
takto:

nejvyssi fad regularni podmatice
maximalni pocet linearné nezavislych radkt
maximalni pocet linearné nezavislych sloupci

hodnost matice

/N
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Tyto zptisoby chapani pojmu hodnosti matice se po fadé nazyvaji minorovd
hodnost resp. rddkovda hodnost resp. sloupcovd hodnost dané matice, pricemz

plati

minorova hodnost = fadkova hodnost = sloupcova hodnost.

A nyni se jiz vratime k problému upravy matice, na jejimz zakladé by se
pak dala odhadnout hodnost matice vizualné z jejiho explicitniho tabulkového
Zapisu.

8.9 Definice. Stupniovy resp. Gaussuv tvar.

Rekneme, 7e matice A = (a;;) typu (m,n) nad T je ve stupriovém nebo také
Gaussové tvaru, plati-li pro vsechna r, s € N,,, zarovenn podminky:

(i) Je-li a,; prvni nenulovy prvek r-tého fadku, as, prvni nenulovy prvek

s-tého radku, pricemz r < s, pak j < k.

(ii) Kazdy nenulovy fadek matice A ma nizsi fadkovy index nez libovolny

nulovy radek téze matice.

Poznamka.

Ponékud volnéji 1ze obé podminky z vyse uvedené definice interpretovat na-
sledovné. Podminka (i) ¥ik4, Ze prvni nenulovy prvek v libovolném fadku musi
byt vidy ,vice vlevo“, nez v jakémkoliv fadku, ktery nasleduje. Podminka (ii)
pak 1ika, ze vSechny nulové tadky musi byt v dolni casti matice az za vSemi

jejimi nenulovymi radky.
8.10 Priklad.

Rozhodnéte, které z nasledujicich matic A, B, C' maji stuptiovy tvar, jestlize

1 2 -1 1 011 -1 0111
A=|1 00 0 O], B=|(211 1 , C=(100 01

03 1 4 000 O 00 0O
Resend:

Matice A neni zfejmé ve stupniovém tvaru, nebot nespliiuje podminku (ii)
definice 8.9. A podobné ani matice B neni v tomto tvaru, nebot nespliiuje

podminku (i) zminéné definice — prvni nenulovy prvek v prvnim fadku neni
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vice vlevo, nez prvni nenulovy prvek ve druhém fadku. A konec¢né, matice C
splituje zfejmé obé zminéné podminky (i) a (ii), takZe ta jedina je ve stupriovém

tvaru.

K aplné spokojenosti ndm vSak v této chvili chybi jesté odpovéd na otézku,
zdali 1ze kazdou matici pfevést na matici ve stupnovém tvaru a jak to pripadné

prakticky provést. Odpovéd na tuto otdzku je obsazend v nasledujicim tvrzeni.

8.11 Véta.

Kazdou matici lze upravit aplikaci radkovych elementarnich tprav na matici
ve stupnovém tvaru.

Poznamka.

Obecny navod, jak lze zminénou tpravu provést, je obsazen v diukazu tvr-
zeni 8.11, ktery ovSem neuvadime z divodti, o nichz jsme hovofili v itvodnich
poznamkach k tomuto textu. K ilustraci nam vsak stejné dobie poslouzi i na-

sledujici priklad.

8.12 Priklad.

Pomoci fadkovych elementarnich Gprav prevedte na stupiiovy tvar matici

1012 0 -1

2023 -1 2
A= 1010 1 2
4045 0 3

Reseni:

Vyipocet zahdjime tim, Ze v matici A ponechame prvni jeji fadek a ten pak
postupné nasobime ¢isly —2, —1 resp. —4 a pri¢teme tyto nasobky po radé ke
druhému, tfetimu resp. ¢tvrtému fadku matice A. Dostaneme

101 2 0 -1
000 -1 -1 4
000 -2 1 3
000 -3 0 7
V této matici ponechdame prvni dva fadky, druhy radek nasobime —2 resp. —3

a pricteme jej ke tretimu resp. ke ¢tvrtému radku. Dostaneme

101 2 0 -1
000 -1 -1 4
000 0 3 -5
000 0 3 =5

%
LN
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Cely vypocet pak ukonc¢ime tim, Ze v této matici ponechame prvni tii radky,

treti radek nasobime —1 a pricteme ke ¢tvrtému radku. Dostaneme

101 2 0 -1
000 -1 -1 4
000 0 3 =5 |
000 0 0 O

a to je jiz matice ve stupnovém tvaru.

Poznamky.

(1) V ramci tprav pii feSeni predchozi tlohy jsme pouzili pouze Fadkovou
elementarni tpravu (iii) z definice 8.5. Stejné tak je ovSem mozné, a
nékdy i nutné, pouzit i nékterou ze zbyvajicich dvou fadkovych tprav (i)

resp. (ii).

(2) Pfi provadéni jednotlivych fadkovych elementarnich tprav se sice podle
tvrzeni 8.6 neméni hodnost vychozi matice, ale je tieba uvazit, ze po
provedeni upravy vychozi matice prejde zpravidla v matici, ktera je od
vychozi matice rizna ve smyslu definice 3.2. Prakticky to znamena, ze
mezi jednotlivé matice v fetézci jejich tiprav nelze psdt znameéenko rovnosti
=, které se v tomto ptipadé obvykle nahrazuje symbolem ~ vyjadiujicim
jiz zminénou skutecnost, ze matice nalevo i napravo od tohoto symbolu

maji touz hodnost.

Vyklad v tomto odstavci uzavieme ilustraci, jak se prevodu matice na stupiiovy
tvar da pouzit pfi vypoctu jeji hodnosti. Abychom nemuseli znovu podrobné

popisovat jednotlivé tpravy, pouzijeme k tomu matici z pfedchozi tlohy.

8.13 Priklad.

Vypoctéte hodnost matice

1012 0 -1
202 3 -1 2
A:101012
4045 0 3

Reseni:
Pomoci radkovych elementarnich aprav, které byly podrobné popsany v feseni

predeslé tlohy, prevedeme matici A na stupniovy tvar. Zapis celého postupu
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bude vypadat néasledovné:

1012 0 -1 101 2 0 -1
202 3 -1 2 000 -1 -1 4
10101 2 |7 fooo —2 1 3 |7
4045 0 3 000 -3 0 7
101 2 0 -1 101 2 0 -1
000 -1 -1 4 000 -1 —1 4

“looo o 3 —5[7loo0oo0 0 3 -5
000 0 3 -5 000 0 0 0

Z posledni z uvedenych matic je pak ziejmé, ze jeji hodnost je 3, takze odtud

pak jiz plyne, ze také h(A) = 3.

8.14 Pojmy k zapamatovani.

Hodnost matice,

regularni podmatice,

radkova elementarni tprava,

sloupcova elementarni iprava,

stupnovy neboli Gausstiv tvar matice.

8.15 Kontrolni otazky.

Jak je definovana hodnost matice?

Jak lze chapat tremi ekvivalentnimi zpisoby hodnost matice?
Pomoci jakych tiprav mizete prevést matici do Gaussova tvaru?

Jak vypada Gausstv tvar matice?

8.16 Neresené ulohy.

1. Urcete hodnost matic postupnym prevodem na stupnovy tvar.

(a)

2 1 11 2
1 0 4 -1
A=11 4 56 5
2 -1 5 —6
(b)
0 4 10 1
4 8 18 7
B=110 18 40 17

1 7 17 3
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2 3 5 —4

3 -2 1 2

C=| -1 3 5 6

—4 2 -3 1

2 1 0 -2

(d)

1 0 2 -1 3
2 1 3 2 1
DP=19 1 10 2
2 4 6 0 -2

2. Urcete hodnost matic, jestlize

(a)

2 -1 1 3 4
2 -1 2 1 =2
2 =31 2 =2
B = 1 0 1 -2 -6
1 2 1 -1 0
4 -1 3 -1 -8
()
2 3 —-11
7 5 3 4
¢= 1 -4 6 1
4 =5 1 3

8.17 Vysledky nereSenych uloh.
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9 Resitelné soustavy.

S vyuzitim pojmu hodnosti matice 1ze nyni zformulovat nutnou a postacu-
jici podminku Tesitelnosti libovolné soustavy linearnich rovnic. K tomuto vy-
sledku se nezavisle na sobé dopracovali némecti matematici Georg Frobenius
(1849-1917) a Leopold Kronecker (1823-1891), také italsky matematik Alfredo
Cappeli (1850-1910). Po prostudovani budete umét urcit, zda soustava je ne-
fesitelna nebo jednoznacné fesitelnd nebo vice znacné reSitelna. Budete umét
prevést soustavu do tvaru, z kterého jednoduseji urcite resitelnost a reseni dané

soustavy.

9.1 Klidova slova.

Frobeniova véta, Tesitelnost a nefesitelnost soustavy, ekvivalentni fesitelné sou-

stavy.

9.2 Véta. (Frobeniova, téZ Kroneckerova-Cappeliova véta).

Soustava linearnich rovnic tvaru AX = B s rozsifenou matici soustavy A* je
fesitelnd, praveé kdyz h(A) = h(A*), tj. kdyZ hodnost matice této soustavy A

je taz jako hodnost jeji rozsifené matice A*.

Poznamka.

V této chvili uz tedy umime posoudit, zda dana soustava linearnich rovnic ma,
¢i nema teseni. Nevime vSak dosud, jak to vypada s poc¢tem feSeni v pripadé,
Ze je Tesitelna, a timto problémem se budeme zabyvat v dalsi c¢asti tohoto

odstavce.

9.3 Definice. Ekvivalentni feSitelné soustavy.

Dvé tesitelné soustavy linearnich rovnic se nazyvaji ekvivalentni, pravé kdyz

kazdé Teseni jedné soustavy je i feSenim druhé soustavy a naopak.

9.4 Véta.

Necht AX = B je soustava n linedrnich rovnic o n neznadmych s rozsifenou
matici soustavy A* takova, ze h(A) = h(A*) = h. Pak existuje s ni ekvivalentni
soustava h linearnich rovnic o n neznamych, jejiz rozsirena matice ma stupnovy

tvar.
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Poznamka.

Podobné jako v ptipadé tvrzeni 8.11 i zde je cesta vedouci k ekvivalentni sou-
stavé h linearnich rovnic o n neznamych popsana v dikazu tvrzeni 9.4, ktery
vypoustime. K ilustraci celého postupu nam opét poslouzi vhodny priklad. Na-
vic se ukazuje, ze uzitim tohoto postupu lze ziskat i samotna feSeni uvazované

soustavy.

9.5 Priklad.

Rozhodnéte o tesitelnosti nasledujici soustavy rovnic a v pripade€, ze je TeSi-

telna, najdéte vsechna jeji feseni.

T1+2To+x34+14 =05
T + 229 + 33 + 224 = 11
r1 + 3x9 + dxs 4+ 3xs = 17
2x1 + 3r9 + 423+ 324 = 16

Reseni:

Na prvni pohled by se mohlo zdat, Ze soustava je cramerovska a 1ze ji tedy vyte-
sit uzitim Cramerova pravidla. O tom, Ze tomu tak neni, nas snadno presvédci
vypocet determinantu matice této soustavy, ktery je roven 0, coz prenecha-
vame k samostatnému provedeni. Cramerovo pravidlo je tedy nepouzitelné a
vlastné v této chvili ani nevime, je-li dana soustava feSitelnad. Abychom to
zjistili, vyjdeme z rozsifené matice soustavy a jeji pravou na stupniovy tvar
zjistime najednou obé hodnosti, které k rozhodnuti o fesitelnosti potfebujeme.

Cely vypocet vypada kupt. takto:

1111 ) 11 11: 5 1 111 )
1 2 3 2 11 N 01 21: 6 N 01 21 6
1 35 3 17 0 24 2 : 12 0000 0
2 3 4 3 16 01 21: 6 0000 0

Odtud vyplyva, ze hodnost matice dané soustavy a také hodnost jeji rozsifené
matice je 2, takze soustava je reSitelna. Jestlize v posledni matici vypustime

oba nulové radky, dostaneme matici tvaru

1 111°5
0121°:6)
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ktera je rozsirenou matici soustavy linearnich rovnic tvaru

T1+ X9+ T3+ x4 = 5
$2+2I3+l’4 = 6.

A pravé to je ta soustava, o niz se hovoii v tvrzeni 9.4, kterd je ekvivalentni
s vychozi soustavou a ma rozsifenou matici ve stupniovém tvaru. ReSeni této
soustavy ziskdme tak, Ze na levé strané v obou jejich rovnicich ponechame
pouze neznamé xi a T, zbyvajici neznamé xs a x4 prevedeme napravo. Dosta-
neme soustavu

T1+ To = 5—.’133—374

i) :6—21‘3—1'4.
Polozime-li nyni z3 = u, x4 = v, kde u,v € R, pak dosazenim dostaneme
T1+2o=5—u—v
Tog = 6 — 2u — v.

Dospéli jsme tim k soustavé dvou linearnich rovnic o dvou neznamych se dvéma

parametry v a v. Dosazenim za x5 z druhé do prvni rovnice dostaneme
Ty =—-14+u

a mame tento zavér:
UvaZované soustava ma nekone¢né mnoho feseni (&;,&,&3,&,) € Vi, jehoz

slozky lze vyjadrit ve tvaru

& =—-1+4u
&= 6—2u—vw
§3 = u
§a = U,

kde u,v € R.

Vyklad v tomto odstavci uzavieme néasledujicim tvrzenim, které sumarizuje

vysledky tykajici se fesitelnosti soustavy linearnich rovnic.

9.6 Véta.

Jestlize AX = B je soustava n linearnich rovnic o n neznamych s rozsifenou

matici soustavy A*, pak plati nasledujici tvrzeni:




82 Resitelné soustavy
(i) Soustava je jednoznac¢né fesitelnd, pravé kdyz h(A) = h(A*) = n.

(ii) Soustava je vicezna¢né fesitelna a ma pak nekoneéné mnoho FeSeni, pravé

kdyz h(A) = h(A*) < n.

(i) Soustava je nefesitelnd, pravé kdyz h(A*) = h(A) + 1.

9.7 Pojmy k zapamatovani.

Frobeniova véta,

ekvivalentni TeSitelné soustavy,
neresitelnost soustavy,
jednoznacna resitelnost soustavy,

viceznacna Tesitelnost soustavy.

9.8 Kontrolni otazky.

Kdy je soustava Tesitelna?

Jak souvisi Tesitelnost soustavy s hodnosti matic soustavy?
Kdy jsou dvé fesitelné soustavy ekvivalentni?

Kdy je soustava linearnich rovnic jednoznac¢né tesitelna?
Kdy je soustava linearnich rovnic viceznacné resitelna?

Kdy je soustava linearnich rovnic nefesitelna?

9.9 Nefesené ulohy.

Zjistéte, zda dand soustava rovnic je FeSitelnd a pokud ano, pak naleznéte

vsechna jeji feseni.

201 + 290 + 23 = 2

1+ 32+ 23 =095

r1+ a9+ 013 = =7
2x1 + 319 — 323 = 14
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1+ 9 — 3r3 = —1
2$1+3§2—2:L‘3: 1
1’1+$2+I3:3

T, + 219 — 323 =1

1’1—2ZE2+35E3—4I4:4
$2—.’L'3+£L'4:—3
r1 + 329 —3ry =1

—733‘2 + 3.%3 + T4 = -3

$1—2$2+3ZE3—45L‘4:4
.CC2—$3—|—.%'4:3
T1 + 329 —3ry =1

—71‘2 + 333'3 + T4 = -3

ZL‘1+3£L‘2— 13£L‘3 = —6
2x1—x2+3x3:3
31’1+ZE2—5£L‘3:0

45(]1—2724‘233:3

T1— 209+ a3 — x4 = —1
I1—2(L’2+$3+5$4:5

$1—2$2—|—ZE3—|—1’4: 1



8/ Resitelné soustavy

I1+3J}2—2$3+51’4—7$5:3
21‘1—$2+71’3—3l‘4+51‘5:2
3$1+$2—25L’3+$4—;€5:1

3371 — ZIQ +7ZL’3 —52L‘4+8!L’5 =3

9.10 Vysledky neresenych uloh.

1. Jediné feSeni x1 = 1, x93 = 223 = —2.

2. Nema4 Teseni.

3. Nekonecné mnoho feseni z; = —8, 20 =3+ t, 23 =6+ 2t, x4 =1,t € R.
4. Nema4 TeSeni.

5. Jediné feseni x1 = 1,25 = 2,23 = 1.

6. Nekonecné mnoho feseni z1 = 1,219 = s, 23 = —1 + 25,14 = 1.

7. Nem4 feSeni.
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10 Homogenni soustavy.

V posledni ¢asti tohoto textu se budeme zabyvat specidlnim typem soustav
linedrnich rovnic a to homogennimi soustavami linedrnich rovnic. Po prostu-
dovani budete umét fesit homogenni soustavy linearnich rovnic, budete umét
rozhodnout, kdy ma takovato soustava pouze trivialni feseni, a dale budete

umét urcit obecné feSeni soustavy a fundamentalni systém reseni.

10.1 Klic¢ova slova.

homogenni soustava lienarnich rovnic, trividlni feseni soustavy, obecné reseni
homogenni soustavy linearnich rovnic, fundamentalni systém feseni homogenni

soustavy linearnich rovnic.

Jisté vysadni postaveni mezi soustavami linearnich rovnic maji sousatvy, které

jsou homogenni, tj. soustavy tvaru

a;1ry + apxe + - +apr, = 0,

2171 + AgoTg + + -+ + agpry, = 0,

........................... .
Am1T1 + A2l + - + Cpp Ty, = 0

Je ihned zfejmé, ze v tomto pripadé je hodnost matice soustavy vzdy rovna
hodnosti jeji rozsitené matice, takze jako disledek tvrzeni 9.2 ihned vyplyva

nasledujici tvrzeni.

10.2 Véta.

Homogenni soustava linearnich rovnic je vzdy fesitelna a jejim feSenim je vzdy
nulovy aritmeticky vektor (0,0,...,0) € V.

10.3 Definice. Trivialni feSeni soustavy.

Nulovy aritmeticky vektor jakozto feSeni homogenni soustavy linearnich rovnic
se nazyva trivialni resent této soustavy, kazdé jiné teSeni, pokud existuje, se

pak nazyva netrividlni.

Poznamka.

Miize se stat, ze homogenni soustava linedrnich rovnic ma pouze trivialni fe-

Seni, coz nastane prave tehdy, kdyz h = n, kde h je hodnost jeji matice soustavy
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a n je pocet neznamych. Jadro problému fesitelnosti homogennich soustav je
hlavné v tom, za jakych okolnosti ma tato soustava také netrivialni feseni a

jak tato Teseni vypadaji.

10.4 Véta.

Necht AX = 0 je homogenni soustava linearnich rovnic, n je pocet jejich
neznamych a h(A) hodnost jeji matice soustavy. Pak mnozZina vSech jejich
feSeni je podprostorem aritmetického vektorového prostoru V,, a ma dimenzi

d=mn—h(A).

10.5 Definice. Obecné feseni homogenni soustavy.

Podprostor aritmetického vektorového prostoru V,, obsahujici vSechna feSeni
homogenni soustavy linearnich rovnic se nazyva obecné reseni této soustavy,
libovolné baze tohoto podprostoru se pak nazyva fundamentdlni systém resent

této soustavy.

Poznamka.

Problém v feseni homogenni soustavy linearnich rovnic spociva tedy ziejmé
hlavné ve zjisténi, zda tato soustava ma netrivialni feseni a v pripadé, ze ano,
pak musime urc¢it fundamentalni systém feseni a obecné feseni této soustavy.

Jak to vypada konkrétné si ukazeme na prikladé.

10.6 Priklad.

Reste homogenni soustavu linearnich rovnic tvaru

$1+2$2—l’3+l’4—5$5:0
—2I1 —4$2+2[E3+4£L‘4+4(L’5 =0

—371—21’2+.T3+5374—;U5:0

Reseni:
Vyjdeme z matice soustavy, kterou pomoci fadkovych elementarnich tprav

prevedeme na stupnovy tvar. Tim ziskdme jednak hodnost h této matice, ale

také i homogenni soustavu h rovnic, ktera je ekvivalentni s vychozi soustavou.
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Prakticky to vypada takto:

1 2 -1 1 =5 12 -1 1 =5
-2 -4 2 4 4 ~1 00 0 6 -6 |~
-1 -2 1 5 -1 00 0 6 —6
12 -11 -5 12 -1 1 -5

~ 00 01 -1 ]~100 O 1 —-1
00 0 1 -1 00 0 0 O

Odtud vyplyva, ze h = 2 < 5 = n, takze dand homogenni soustava méa netrivi-
alni Teseni, pficemz vSechna jeji feseni tvoii podprostor dimenze d =n — h =
5—2 = 3 aritmetického vektorového prostoru V5. Vypustime-li z posledni z vyse

uvedenych matic nulovy radek, dostaneme matici tvaru
1 2 -11 -5
00 0 1 —1)"
ktera je matici homogenni soustavy

x1+2w2—x3+$4—5x5:0

174—1'5:0

Tato soustava je podle tvrzeni 9.4 ekvivalentni s ptivodni soustavou a ma
rozsifenou matici ve stupnovém tvaru. Fundamentalni systém feseni nyni do-
staneme upravou ziskané soustavy tak, ze na levé strané nechame jen neznamé

r3 a x4 a vsechny zbyvajici neznamé prevedeme napravo. Dostaneme

—T3+ Ty = —T1 — 2]72 + 5&35

Ty = Ty,

pricemz neznamé na levé strané, v nasem pripadé€ xs a x4, se nazyvaji bdazicke,
vSechny zbyvajici pak nebdzicke. Za nebazické neznamé nyni budeme dosazo-
vat, a to tak, ze za jednu z nich dosadime 1, za zbyvajici pak 0. V nasem

pripadé mame tedy celkem tii moznosti, a sice

Ty =1, 13 =125 =0,
o =1, 1 =25 =0,

I5:17 ZE1:ZL’2:0.

Po dosazeni dostaneme vzdy soustavu dvou rovnic o dvou neznamych, ktera

je cramerovskd a mé tedy vzdy jediné feseni. V prvnim piipadé dostaneme
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soustavu tvaru

—ZE3+I'4 = —1

Ty = 0,
kterda méa feseni r3 = 1,4 = 0. Ve druhém piipadé dostaneme soustavu tvaru

—ZE3+1’4 = -2

Ty = 0,
a ta mafeseni x3 = 2, x4 = 0. A konecné, ve tfetim pripadé dostaneme soustavu

—I3+$4:5

1’4:1

majici feseni x3 = —4, x4 = 1. Dame-li nyni dohromady dosazované hodnoty
nebézickych neznamych spolu s odpovidajicimi hodnotami bazickych nezna-
mych, které jsme ziskali fesenim ziskanych cramerovskych soustav, a vytvori-

me-li z nich aritmetické vektory, dostaneme trojici vektort

Tyto tii vektory tvori hledany fundamentalni systém feSeni dané homogenni
sousatvy, pricemz libovolné jeji feSeni lze pak vyjadrit jako jejich linearni kom-
binaci ve tvaru

ozld' + Oégb + 0635,

kde ay, as, a3 € R jsou libovolna redlna ¢isla. Dosazenim a tpravou pak do-

staneme obecné feseni dané soustavy ve tvaru

1(1,0,1,0,0) + a2(0,1,2,0,0) + a3(0,0, —4,1, 1) =
= (alv Oa g, 07 O) + (07 Qg, 20[2, 07 0) + (Oa Oa —4CY3, Qg, Oég) -

= (041,042,061 + 20[2 - 40[3,0&3,0&3), kde a1, 0,03 € R.

Vyklad v tomto odstavci uzavieme formulaci tvrzeni, které je disledkem tvr-

zeni 9.6 z predchoziho odstavce.
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10.7 Véta.
Soustava homogennich rovnic AX = 0 o n neznamych ma netrivialni resent,

pravé kdyz h(A) < n a mé pouze trividlni feSeni, pravé kdyz h(A) = n.

10.8 Pojmy k zapamatovani.

Homogenni soustava linearnich rovnic,
trivialni feseni soustavy,
obecné Teseni homogenni soustavy,

fundamentalni systém feseni homogenni soustavy linearnich rovnic.

10.9 Kontrolni otazky.

Za jakych podminek je homogenni soustava linearnich rovnic fesitelna?
Co je to trividlni feseni soustavy?

Kdy ma homogenni soustava linearnich rovnic trivialni feseni?

Je-li n pocet neznamych a h(A) hodnost matice homogenni soustavy linearnich
rovnic, jakou dimenzi ma mnozina vSech Feseni této soustavy jakozto podpro-

stor aritmetického vektorového prostoru V,,?

Kdy ma homogenni soustava linearnich rovnic netrivialni feseni?

10.10 Neresené ulohy.

Reste homogenni soustavy rovnic.

1.
2&31+$2—SL’3:0
31’1+4I’2—ZL’3:O
41’1+21’2+l’3:0

2.

T1— 209 +4x3— Ty =0
201 + 319 — 23+ 514 =0
3x1 — X9+ 213 —Tey =0
4x1 +x9 — 323+ 624 =0
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3.
201 — 3x9+ 313 — 224 =0
31‘1+4$2—5$3+7!E4 =0
dxy 4+ 112y — 1323 + 1624 = 0
7ZL‘1—2$2+ZL‘3+35L‘4:0
4.
1'1—2$2+ZL‘3—934—|—{E5:0
2$1+$2—5L’3+2$4—3I5:0
3$1—2$2—I3+£L‘4—2[I)5:0
2;61—5.1’24‘1’3—2%44‘21‘5:0
D.
$1+3$2+2LL’3:0
2$1—I2+3$3:0
31’1—5I2+4LL’3 =0
r1+ 1729 + 423 = 0
6.

3x1 +4x9 — Dxs+ Ty =0
201 — 3x9+ 313 — 224 =0
Try —2x0 +x3+ 314 =0

4r1 + 11lxg — 1323 + 1624 = 0

10.11 Vysledky nefesenych uloh.

1. Pouze trividlni feSeni.
2. Pouze trividlni feseni.

3. Fundamentélni systém feseni: @ = (3,19,17,0),7 = (—13,-20,0,17),

tedy obecné feseni mé tvar (3a; — 13aw, 190; — 20w, 17ar1, 17as).
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4. Fundamentélni systém feseni: © = (—1,—1,1,2,0),¢ = (7,5,-5,0,8),
tedy obecné feSeni mé tvar (—ag + Tag, —ag + bag, a3 — baw, 20, 8ag).

5. Fundamentélni systém feseni: @ = (—11,—1,7), tedy obecné feSeni ma

tvar —11laq, —ap, Tas.

6. Fundamentélni systém feseni: @ = (3,19,17,0),7 = (—13,-20,0,17),

tedy obecné feSeni mé tvar (3a; — 13a, 190y — 20w, 17cr1, 17crg).
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